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Introduç oã



  

Relatividade Numérica e 
Motivaç oã



  

O que é Relatividade Numérica? 

Relatividade 
Geral

+

Métodos 
Numéricos



  

O que é Relatividade Numérica? 

Computadores aceleram o processo de aquisiç o de dados.ã

Burden & Faires (2016).

def runge_kutta4(f_user, u0, T, n):
    f = lambda u, t:
 np.asarray(f_user(u, t))
    t = np.zeros(n + 1)
    if isinstance(u0, (int, float)):
        u = np.zeros(n + 1)
    else:
        neq = len(u0)
        u = np.zeros((n + 1, neq))
    u[0, :] = u0
    t[0] = 0
    dt = T / n
    dt2 = dt/2

    for i in range(n):
        t[i + 1] = t[i] + dt
        K1 = dt * f(u[i, :], t[i])
        K2 = dt * f(u[i, :] + 0.5 * K1, 
             t[i] + dt2)
        K3 = dt * f(u[i, :] + 0.5 * K2, 
             t[i] + dt2)
        K4 = dt * f(u[i, :] + K3, t[i]  
             + dt)
        u[i + 1, :] = u[i, :] + (1 / 6) 
                      * (K1 + 2 * K2 +  
                      2 * K3 + K4)
    return u, t



  

Motivaç o ã

● Explorar problemas regidos pela interaç o gravitacional  problemas ã →
ilimitados.

● N o-linearidade das equaç es de Einstein.ã õ

● Aplicabilidade em astrofísica relativística e cosmologia.

● Construç o de tecnologias computacionais específicas.ã

Fonte: Pankaj S. Joshi



  

Contexto Histórico



  

 Contexto Histórico – 1a Era

● Arnowitt, Deser, Misner (ADM) (1959/62)  → Formalismo; 
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 Contexto Histórico – 1a Era

● Arnowitt, Deser, Misner (ADM) (1959/62)  → Formalismo; 

● Hahn, Lindquist (1964)  → Dados Iniciais de Misner; 

● Dado inicial de Misner (1960) e o 
computador IBM 7090. 



  

 Contexto Histórico – 1a Era

● Smarr (1976)  → Colis o entre dois buracos negrosã



  

 Contexto Histórico – 1a Era

● Eppley (1977)  → Ondas de Brill e horizontes aparentes
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 Contexto Histórico – 1a Era

● Smarr, Wilson, Piran (1978)  → Seattle conference

Falta de 
recursos 

computacionais



  

 Contexto Histórico – 2a Era

● BBH Grand Challenge Alliance (1995); Lazarus (1998-2005).

BBHGC: Interdisciplinar, HPC.

Lazarus: Unificaç o de métodos  ã
          (Pert, PN, NumRel).



  

 Contexto Histórico – 2a Era

● BBH Grand Challenge Alliance (1995); Lazarus (1998-2005).

BBHGC: Interdisciplinar, HPC.

Lazarus: Unificaç o de métodos  ã
          (Pert, PN, NumRel). Formalismo matemático n o ã

permite evoluç es estáveis!õ



  

Contexto Histórico – Pretorius e a 3a Era

Pretorius



  

 Contexto Histórico – 06’ papers

Centrella

Campanelli



  

 Contexto Histórico – 2015 General Relativity’s Centennial

● Relatividade Numérica como destaque.



  

Contexto Histórico – Detecç o de OGs – 11/02/16 – 13h:30m (DF)ã

● “Ladies and Gentlemen, we have detected 
gravitational waves! We did it!” 

●    
●            David Reitze – Diretor Executivo do LIGO.



  

Contexto Histórico – Detecç o de OGs - Impacto na Mídiaã
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Contexto Histórico – Detecç o de OGs - Impacto na Mídiaã



  

Contexto Histórico – O Sinal GW150914   

● DIVULGADORES: Kip Thorne 
(Caltech), France Córdova (NSF), 
Reiner Weiss (MIT), David Reitze 
(Caltech), Gabriela González (LSU). 
 



  

Contexto Histórico – Observaç o de OGs e Rel. Numérica ã

● Forma de onda do sinal GW150914: 14 de setembro de 2015 9:50:45 



  

 Contexto Histórico – Nobel de 2017



  

Contexto Histórico – Detecç es seguintes õ
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Formalismos Matemáticos



  

Formalismo ADM



  

ADM - Formulaç o 3+1ã

● Eventos altamente energéticos  Necessidade de incluir os graus →
de liberdade n o-lineares.ã
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ADM - Formulaç o 3+1ã

● Eventos altamente energéticos  Necessidade de incluir os graus →
de liberdade n o-lineares.ã

● Método ADM (1959)  Formalismo hamiltoniano.→

● Curvatura extrínseca e matéria:

● Equaç es de campo  Vínculos e dinâmica:õ →



  

ADM – Escolha de gauge



  

ADM – Dados Iniciais (puncturas)

● Formulaç o conforme da 3-métrica sem traço e ã
curvatura.

● Equaç es de vínculo:õ

● Simetria temporal e conformalmente plano:

● Exemplo: Buraco negro de Schwarzschild.

  Um buraco negro



  

Regime n o-linear (campo forte) – Dados Iniciais (puncturas)ã

● Formulaç o conforme da 3-métrica sem traço e ã
curvatura.

● Equaç es de vínculo:õ

● Simetria temporal e conformalmente plano:

● Exemplo: Buraco negro de Schwarzschild.

Dois buracos negros



  

Regime n o-linear (campo forte) – Localizando Buracos Negrosã

● Projeç o em uma superfície 2D:ã

● Expans o de geodésicas nulas:ã

● Superfície aprisionada  Superfície S onde →
raios n o escapam (expans o nula).ã ã

● Regi o de aprisionamento  Contorno de S.ã →
● HORIZONTE APARENTE  conjunto de R.A.'s.→

● Exemplo: Métrica de Vaidya (avançada):



  

Hiperbolicidade



  

ADM – Hiperbolicidade

● Ex: Equaç es de Maxwell:õ
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ADM – Hiperbolicidade

● Ex: Equaç es de Maxwell:õ

● Equaç o tipo onda para os potenciais:ã

● Caso gravitacional: TERMOS QUE GERAM A 
HIPERBOLICIDADE FRACA NO 

SISTEMA DE EQUAÇ ES!Õ



  

Formalismo BSSN



  

Formalismo BSSN - Vínculos

● Formalismo Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura  Instaurar a →
hiperbolicidade forte nas equaç es de campo: õ

Introduç o de ã
novas variáveis:

● Equaç es de vínculo BSSN: õ

Vínculo Hamiltoniano: 

Vínculo de Momento: 



  

Formalismo BSSN - Dinâmica

● Equaç es dinâmicas BSSN: õ



  

Formalismo BSSN - ADM versus BSSN

● Evoluç o da componente zz (cartesianas) da curvatura extrínseca: ã

INSTAURAÇ O DA Ã
HIPERBOLICIDADE FORTE 

TORNA O SISTEMA 
ESTÁVEL!!!



  

Formalismo G-BSSN



  

Formalismo BSSN - Vínculos

● Formalismo Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura  Instaurar a →
hiperbolicidade forte nas equaç es de campo: õ

Introduç o de ã
novas variáveis:

● Equaç es de vínculo BSSN: õ

Vínculo Hamiltoniano: 

Vínculo de Momento: 



  

Formalismo BSSN - Vínculos

● Formalismo Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura  Instaurar a →
hiperbolicidade forte nas equaç es de campo: õ

Introduç o de ã
novas variáveis:

● Equaç es de vínculo BSSN: õ

Vínculo Hamiltoniano: 

Vínculo de Momento: 

Not a tensor!



  

Generalized BSSN – Coordenadas curvilíneas 

● Nova variável covariante: 

● Novo sistema de equaç es: õ

Brown, PRD (2009). 



  

Generalized BSSN – Coordenadas curvilíneas 

● Vínculos hamiltoniano e de momento: 

● Gauge log+1 e gamma driver: ● Objetos dentro de simetria esférica: 
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Métodos Numéricos



  

Diferenças Finitas



  

● Discretizaç o do espaço-tempo  Grid.ã →

● Expans o de Taylor a partir do ponto ã
inicial do grid  Eqs. Discretizadas.→

● Ex: Equaç o do calor 1D:ã

Métodos Numéricos - Diferenças Finitas

Método de Cranck-Nicholson 



  

Métodos Numéricos - AMR

● Refinamento de malha adaptada (AMR): Funç o lapso para duas estrelas ã
de nêutron (Pretorius)

● CARPET: Software AMR (carpetcode.org)



  

BSSN + Diferenças Finitas – Einstein Toolkit

Einstein Toolkit  Repositório de ferramentas computacionais para →
problemas de Astrofísica Relativística. 247 instituiç es, 353 õ
membros.

einsteintoolkit.org



  

Métodos Espectrais



  

Métodos Espectrais

● Expans o espectral no espaço de Hilbert L2[a,b]:ã

● Equaç o geral (linear e n o linear):ã ã

● Equaç o espectral (coeficientes espectrais)ã



  

Método Pseudoespectral

● Exemplo: ● Soluç o exata e ã ansatz: 

● Definiç o de Resíduo: ã

● Resíduo com a soluç o aproximada: ã



  

Método Pseudoespectral

● Pontos de colocaç o e obtenç o ã ã
dos coef. espectrais: 

Soluç o exata ã
x 

aproximada 



  

Spectral Einstein Code 
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NumRel - UERJ



  

Sobre o Grupo



  

Motivaç o ã

● Código próprio – NumRel/UERJ.

● Plataforma Open Source - GitHub.

● User friendly

● Métodos Espectrais + Formalismo G-BSSN

R. Jovanovic, JAM (2014)



  

Grupo NumRel-UERJ - 2022

Membros:

● Henrique de Oliveira

● Rafael Aranha

● Mariana Alcoforado (Pós-Doc)

Colaboradores:

● Willians Barreto (ULA/UFABC)

Capacidade computacional

● 1 máquina com processadores i7 – 8 núcleos de 3.6 GHz – 64Gb RAM.
● 1 máquina com processadores i7 – 6 núcleos de 3.6 GHz – 32Gb RAM.
● 1 máquina com processadores i7 – 4 núcleos de 3.6 GHz – 32Gb RAM. 

 



  

Software – Repositórios (Initial status) 

● Protótipos e oficiais em Fortran, Python e C++ (not yet!).
● Paralelizaç o (MPI).ã
● Construídos a partir de aplicaç es mais simples (bottom-up).õ
● Visualizaç o – GNUPlot, Matplotlib.ã
● Repositório GitHub.



  

Aplicaç oã



Aplicaç o – Código Rio  ã

 Código RIO para simetria esférica no vácuo: G-BSSN + Spectral 
Methods

 Calibraç o para um dado inicial de ã pura gauge (lapso n o nulo e ã
shift nulo.)



Aplicaç o – equaç es BSSN  ã õ

 Métrica esfericamente 
simétrica:

 Equaç es BSSNõ  Derivada covariante e Ricci:



Aplicaç o - vínculosã

 Vínculo hamiltoniano:  Vínculo de momento:

 Vínculos “acidentais”:



Aplicaç o – condiç es de contornoã õ

 Conformalmente plana na origem e 
determinante da métrica 3D constante:

 Na origem (r=0):

 No infinito (r  inf):→



Aplicaç es – Paridade das variáveis BSSNõ

 Análise das condiç es de õ
contorno nas equaç es õ
BSSN:

 Paridade par:

 Paridade ímpar:



Aplicaç o – Expans o na base apropriadaã ã

 “Super Base”:

 Expans o das variáveis BSSN:ã



Aplicaç o – Pontos de colocaç o ã ã

 Pontos de colocaç oã

 Substituiç o dos pontos de colocaç o nas equaç es BSSN:ã ã õ

Esquema de integraç o:ã
 (I) Condiç es iniciais para os coeficientes espectrais;õ
 (II) Derivadas temporais iniciais dos coeficientes espectrais;
 (III) Obtenç o dos novos coeficientes modais via Runge-Kutta (Cash-Karp);ã

  →

 Pontos de colocaç o:ã



Aplicaç o – Convergência dos dados iniciaisã

 Dado inicial (pura gauge):

 Convergência:

 Erro L2



Aplicaç o – Evoluç o do lapsoã ã

 Separaç o em dois pulsos:ã



Aplicaç o – Vínculo hamiltoniano e de momentoã



Aplicaç o – Convergência dos vínculosã

 Em cada tempo de integraç o numérica os vínculos convergem ã
exponencialmente!



  

5
Consideraç es Finaisõ



  

Próximos passos 

Metas específicas (curto prazo): 

● Verificaç o do fenômeno crítico no colapso.ã
● Comportamento do campo escalar para diferentes 
potenciais.

● Explorar caso de simetria axial (code cyl_coords).
● Ondas de Brill e Teukolsky.

Metas gerais: 

● Explorar outros “benchmarks”: BBN, RNS, GW, BBH.
● Divulgaç o: webpage, repositório no GitHub.ã
● Criaç o de cursos de NumRel (todos os níveis).ã
● Implementaç o de GPU’s.ã
● Manutenç o periódica dos códigos.ã
● Ampliaç o de colaboraç es.ã õ



  

Bibliografia



  

Bondi-Sachs Formulation (Characteristic, 2+1+1):

Bondi metric:

Surface equations:

Equação dinâmica:

Advs: Evolution along null geodesics, absence of constraint equations.
Disadvs: Development of caustics, less intuitive, initial data. 

Dynamical equation: 
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