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Introdugdo
®0

Potencial de Yukawa

Seguindo a hipdtese de Yukawa, consideramos que a interacao
graviacional possui um méson de comunicagdo, o graviton.

1o
c2 ot?

V2V(r) = bV(r),

V2V(r) V(r) = bV(r),

onde k = GM e
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Introdugdo
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Potencial efetivo

Podemos comparar o potencial efetivo de (1) com o de Newton,

v

Figura: Potencial efetivo, newtoniano (Azul), com o termo de Yukawa
(laranja). Mesmos valores usados anteriormente, com b = 0.1.
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Equagio de trajetdria
®0

Equacao de trajetdria

Seguindo [Fabris et al., 2021], pelo fato de (1) ser um potecial
conservativo, podemos calcular sua lei de forca

F=-VV,

—br

F(r)=—=

o (br + 1)1 (2)

Igualando a 22 lei de Newton, encontramos uma EDO para a
trajetéria
d?r GMe=br I?

onde / é o momento angular por unidade de massa.
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Equagio de trajetdria
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Analise numérica

Utilizando uma solugdo numérica, temos o grafico.

20h

L L L 1
20 40 60 80 100

Figura: Solu¢do numérica de (3). Eixos fora de escala. b = 0.02GM.
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Vetor LRL
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Vetor de Laplace-Runge-Lenz

O vetor é uma constante de movimento

A ok
i= s =Tmxl-—r (4)

onde 7 é o momento linear por unidade de massa. Fazendo
produto interno com r, temos
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Vetor LRL
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Generalizacao

Podemos reescrever (4) como,

3= E—rﬂ F—rrr (5)
o\ r2 dr L

onde 7| = rff. Seguindo a hipotése de [Batic et al., 2023],
podemos generalizar (5) como,

A= g(r)F+ rih(r)FL, (6)

onde buscamos h(r) e g(r) a partir de um dado potencial.
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Vetor LRL
[e]e] lelelelele]elo]e)

Solucdo

Encontramos h(r) com

h'(r) + P(r)h'(r) + Q(r)h(r) =0, (7)
em que
4(8 — Veff) — 3!‘\/6/ . N /2 — r4AVeff
P(r) - 2!’(8 - Veff) ff’ (r) N 2r4(5 - Veff).
Com h(r) calculamos g(r) com,
g(r) = rVegh(r) — 2r(e — Ve )W (r), (8)
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Vetor LRL
[e]e]e] lelelele]ele]e)

Solucdo

Com g(r) e h(r) calculamos a norma do vetor LRL com a equagio
A% = r?g%(r) 4 212 (r)(e — Vegr), (9)
e com a norma, e a fung¢do g(r), resolvemos a equagdo

éCos(G) =g(r), (10)

para r e assim temos a equagdo de trajetdria r(6).
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Vetor LRL
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Aplicando o potencial

Para o potencial (1) temos

ke™br 2 ke ™™
V() =———Verr(r) = 53 — ——i k= GM. (11)

4er? + kre=b"(1 — 3br) + I?
/! h/
hin) + [ r(2er? + 2kre=br — |?) ] (r)

[ kb2 re=br ] h(r) = 0,

2er? + 2kre—br — |2

nao possui solucao.

Vitor Petri Silva Universidade Federal do Espirito Santo

Gravidade modoficada com o termo de Yukawa



Vetor LRL
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Método pertubativo

Facamos expans3o do exponencial

k b*r?
vm:—ro—w+:;—~>,

k kb?
V(r) === + kb~ 2r+...’

V(r)= VO 4 v® 4 v@ 4

A soluc3o serd a combinacdo linear das solucdes de cada potencial.
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Vetor LRL
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Potencial de Kepler

Para o potencial de Kepler temos

C 2 C
V(f):—7; Veff(r):ﬁ—T; C > 0. (12)

Com este potencial, temos

C2(2Cr — 4/2)

hl(r) = (1, h2(r) = (C2 —1—86/2)\/I’(C+25r) _ 12'

cC I? _ /2\/ 5 c 5
gi(r)=a Y ,gz(r)zczﬁ 2erc +2Cr — |-,
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Vetor LRL
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Potencial de Kepler

Calculamos ent3o a norma
a? = c2(C% 4 2¢/?); a3 = A31P(C? + 2 7).
Temos entdo as trajetdria

Wy PIC oy P/C
e (0) = 1+ Cos(0)’ e 0) = 1+ Sen(6)
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Vetor LRL
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Potencial Constante

Para o potencial constante temos
2

V(r) = C; Veff(r) = ﬁ

+C C>o0. (13)

Com este potencial, temos

(%)

h]_(r) = C1, h2(r) = _2(C _ 6)\/’2 + 2Cr2 — 2€r2'

) . 2 () C\//2+2Cr2—25r2
= — _— r)y =
&i\r 1r2'g2 2 2r2(C —2)

(14)
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Vetor LRL
00000000080

Potencial Constante

Calculamos ent3o a norma

1
at =22 (e — C); a5 = C22C7'

—€
Temos entdo as trajetdria

+/
V2(C —¢)Cos(20)

o) =

+ |
/20— C)Cos(6) =

) = (15)
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Vetor LRL
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Potencial Linear

Para o potencial constante temos
2

/
— —Cr; . 1
53— Cri C>0 (16)

V(r)=—Cr; Veg(r) =
E preciso resolver a EDO homogénea de segunda ordem,

” b4er? +7Cr3 + 12 , 2Cr _
hUH[d%ﬂ+%ﬁ—m W)+ | oo — | M) =007)

que ainda nao conseguimos solucionar.
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Anomalia excéntrica
€00

Potencial de Yukawa

Utilizando o método de [Brouwer & Clemence, 2013],
parametrizamos a trajetdéria com a anomalia excéntrica 7.

P

Ui 0

Figura: Demonstracdo da diferenca entre 6 e 7).
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Anomalia excéntrica
00

Potencial de Yukawa

Escrevendo a energia por unidade de massa do potencial (1), temos

2 GMebr 2
€= — —

2 PR Y-S

Utilizando a condigdo de extremidade, f[a(1 £ €)] = 0, temos,

(18)

/2 b2 2

- =1- 1-e’)=1-H 1
GMa(1 — 2) — d=e)= ’ (19)
GM b?a? GM
€= [1—213 _7(3+ )}_—23(1—1), (20)
em que,
b22 b22
H= 5 (1—6) J—2ba—|—?(3+e)
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Anomalia excéntrica
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Potencial de Yukawa

Voltando a (10), isolando f e aplicando (11) e (12),

M e — rdr (21)
a V—r2(1 — J) + 2are=br 4 (a2e2 — a2)(1 — H)

Precisamos entdo parametrizar r(n), para entdo solucionar (13),
tendo t(n). Com as duas equagdes, podemos calcular 6(n).
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Conclusdo
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Perpectivas

m Comparar os dados numéricos com os dados observacionais
para determinar os constraints.

m Utilizar de ansatz para calcular uma solucdo analitica para
(17).

m Determinar a parametriza¢do de r(n) com base em
fundamentos tedricos além de geométricos.
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