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Gravidade modoficada com o termo de Yukawa
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Potencial de Yukawa

Seguindo a hipótese de Yukawa, consideramos que a interação
graviacional possui um méson de comunicação, o graviton.

∇2V (r)− 1

c2
∂2

∂t2
V (r) = bV (r),

∇2V (r) = bV (r),

V (r) =
ke−br

r
, (1)

onde k = GM e
b =

mgc

ℏ
.
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Potencial efetivo

Podemos comparar o potencial efetivo de (1) com o de Newton,

Figura: Potencial efetivo, newtoniano (Azul), com o termo de Yukawa
(laranja). Mesmos valores usados anteriormente, com b = 0.1.
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Equação de trajetória

Seguindo [Fabris et al., 2021], pelo fato de (1) ser um potecial
conservativo, podemos calcular sua lei de força

F⃗ = −∇⃗V ,

F⃗ (r) = −ke−br

r2
(br + 1)r̂ . (2)

Igualando a 2ª lei de Newton, encontramos uma EDO para a
trajetória

d2r

dt2
= −GMe−br

r2
(br + 1) +

l2

r3
, (3)

onde l é o momento angular por unidade de massa.
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Análise numérica

Utilizando uma solução numérica, temos o gráfico.

Figura: Solução numérica de (3). Eixos fora de escala. b = 0.02GM.
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Vetor de Laplace-Runge-Lenz

O vetor é uma constante de movimento

a⃗ =
A⃗

m2
= π⃗ × l⃗ − k

r
r⃗ , (4)

onde π⃗ é o momento linear por unidade de massa. Fazendo
produto interno com r⃗ , temos

a⃗ · r⃗ = arCos(θ) = r⃗ · (π⃗ × l⃗)− kr ,

1

r(θ)
=

k

l2

(
1 +

a

k
Cos(θ)

)
; e =

a

k
=

√
1 +

2εl2

k2
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Generalização

Podemos reescrever (4) como,

a⃗ =

(
l2

r2
− r

dV

dr

)
r⃗ − r ṙ r⃗⊥, (5)

onde r⃗⊥ = r θ̇θ̂. Seguindo a hipotése de [Batic et al., 2023],
podemos generalizar (5) como,

A⃗ = g(r)r⃗ + r ṙh(r)r⃗⊥, (6)

onde buscamos h(r) e g(r) a partir de um dado potencial.
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Solução

Encontramos h(r) com

h′′(r) + P(r)h′(r) + Q(r)h(r) = 0, (7)

em que

P(r) =
4(ε− Veff )− 3rV ′

eff

2r(ε− Veff )
; Q(r) =

l2 − r4∆Veff

2r4(ε− Veff )
.

Com h(r) calculamos g(r) com,

g(r) = rV ′
eff h(r)− 2r(ε− Veff )h

′(r), (8)
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Solução

Com g(r) e h(r) calculamos a norma do vetor LRL com a equação

A2 = r2g2(r) + 2l2h2(r)(ε− Veff ), (9)

e com a norma, e a função g(r), resolvemos a equação

A

r
Cos(θ) = g(r), (10)

para r e assim temos a equação de trajetória r(θ).
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Aplicando o potencial

Para o potencial (1) temos

V (r) = −ke−br

r
; Veff (r) =

l2

2r2
− ke−br

r
; k = GM. (11)

Porém

h′′(r) +

[
4εr2 + kre−br (1− 3br) + l2

r(2εr2 + 2kre−br − l2)

]
h′(r)

+

[
kb2re−br

2εr2 + 2kre−br − l2

]
h(r) = 0,

não possui solução.
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Método pertubativo

Façamos expansão do exponencial

V (r) = −k

r

(
1− br +

b2r2

2
− · · ·

)
,

V (r) = −k

r
+ kb − kb2r

2
+ · · ·,

V (r) = V (0) + V (1) + V (2) + · · ·.

A solução será a combinação linear das soluções de cada potencial.
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Potencial de Kepler

Para o potencial de Kepler temos

V (r) = −C

r
; Veff (r) =

l2

2r2
− C

r
; C > 0. (12)

Com este potencial, temos

h1(r) = c1; h2(r) =
c2(2Cr − 4l2)

(C 2 + 8εl2)
√

r(C + 2εr)− l2
.

g1(r) = c1

(
C

r
− l2

r2

)
; g2(r) = c2

l2

r2

√
2εr2 + 2Cr − l2.
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Potencial de Kepler

Calculamos então a norma

a21 = c21 (C
2 + 2εl2); a22 = c22 l

2(C 2 + 2εl2).

Temos então as trajetória

r
(1)
± (θ) =

l2/C

1± Cos(θ)
; r

(2)
± (θ) =

l2/C

1± Sen(θ)
.
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Potencial Constante

Para o potencial constante temos

V (r) = C ; Veff (r) =
l2

2r2
+ C ; C > 0. (13)

Com este potencial, temos

h1(r) = c1; h2(r) = − c2

2(C − ε)
√
l2 + 2Cr2 − 2εr2

.

g1(r) = −c1
l2

r2
; g2(r) = c2

√
l2 + 2Cr2 − 2εr2

2r2(C − ε)
. (14)
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Potencial Constante

Calculamos então a norma

a21 = 2c21 l
2(ε− C ); a22 = c22

1

C − ε
.

Temos então as trajetória

r
(1)
± (θ) =

±l√
2(ε− C )Cos(θ)

; r
(2)
± (θ) =

±l√
2(C − ε)Cos(2θ)

. (15)
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Potencial Linear

Para o potencial constante temos

V (r) = −Cr ; Veff (r) =
l2

2r2
− Cr ; C > 0. (16)

É preciso resolver a EDO homogênea de segunda ordem,

h′′(r) +

[
4εr2 + 7Cr3 + l2

r(2εr2 + 2Cr3 − l2)

]
h′(r) +

[
2Cr

2εr2 + 2Cr3 − l2

]
h(r) = 0(17)

que ainda não conseguimos solucionar.
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Potencial de Yukawa

Utilizando o método de [Brouwer & Clemence, 2013],
parametrizamos a trajetória com a anomalia excêntrica η.

Figura: Demonstração da diferença entre θ e η.
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Potencial de Yukawa

Escrevendo a energia por unidade de massa do potencial (1), temos

ϵ =
ṙ2

2
− GMe−br

r
+

l2

2r2
. (18)

Utilizando a condição de extremidade, ṙ [a(1± e)] = 0, temos,

l2

GMa(1− e2)
= 1− b2a2

2
(1− e2) = 1− H, (19)

ϵ = −GM

2a

[
1− 2ba− b2a2

2
(3 + e2)

]
= −GM

2a
(1− J), (20)

em que,

H =
b2a2

2
(1− e2); J = 2ba+

b2a2

2
(3 + e2).
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Potencial de Yukawa

Voltando a (10), isolando ṙ e aplicando (11) e (12),√
GM

a
dt =

rdr√
−r2(1− J) + 2are−br + (a2e2 − a2)(1− H)

(21)

Precisamos então parametrizar r(η), para então solucionar (13),
tendo t(η). Com as duas equações, podemos calcular θ(η).
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Perpectivas

Comparar os dados numéricos com os dados observacionais
para determinar os constraints.

Utilizar de ansatz para calcular uma solução anaĺıtica para
(17).

Determinar a parametrização de r(η) com base em
fundamentos teóricos além de geométricos.
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