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A distribuição de Dirac-I
O delta de Dirac pode ser construido através de sequências de
funções φn(x) ou φε(x) , que convergem para uma relação
denotada por δ(x) (definida sobre {x ∈ <}) tal que:

δ(x) =

{
0, para x 6= 0
∞, para x = 0

com a seguinte propiedade:

+∞∫
−∞

δ(x) dx = 1

Essa relação não deve ser entendida como uma função.
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A distribuição de Dirac-II
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Função degrau-Heaviside-I

O degrau unitário de Heaviside, ou Θ(x − x0) , definida como:

Θ(x − x0) =

{
0, para x ≤ x0

1, para x > x0

O Delta de Dirac surgiu como consequência da derivação do
degrau de Heaviside. É razoável dizer que a derivada da função
degrau de Heaviside é o delta: δ(x − x0) = d

dx Θ(x − x0).

Martín Richarte UFES-IA2022 Condições de Junções em Relatividade Geral: A Circuncisão do Buraco Negro



Distribuições
Condições de junções (CJ): Caso Eqns. de Maxwell.

Conceitos geométricos
CJ em Relatividade Geral

Aplicações

Função degrau-Heaviside-II

Martín Richarte UFES-IA2022 Condições de Junções em Relatividade Geral: A Circuncisão do Buraco Negro



Distribuições
Condições de junções (CJ): Caso Eqns. de Maxwell.

Conceitos geométricos
CJ em Relatividade Geral

Aplicações

Eq. de Maxwell para o campo E
Sejam duas regiões do espaço M1 e M2 separadas por uma
borda Σ, logo R3 = M1 ∪M2 ∪ Σ.
A superfície Σ pode-se escreve como: f (x) = 0, cuja normal
exterior no sentido 1→ 2 é definida como:

n =
∇f
||∇f ||

(1)

Os campos podem-se escrever como distribuições:

E = E1Θ(−f ) + E2Θ(f ). (2)

As fontes do campo em volume e em superfície são:

ρ = ρ1Θ(−f ) + ρ2Θ(f ) + σδ(f ), (3)
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Eq. de Maxwell: ∇.E = 4πρ e ∇× E = 0.
Calculando o rotacional, o divergente do campo elétrico, e
usando as eqn. de Maxwell chega-se:

∇.E = ∇.E1Θ(−f ) +∇.E2Θ(f ) + n.(E2 − E1)δ(f ) = 4πρ

∇×E = ∇×E1Θ(−f ) +∇×E2Θ(f ) +n× (E2−E1)δ(f ) = 0

Pela unicidade das eqns. de Maxwell, mostramos que as
condições de junções são equivalentes as eqns. de Maxwell
projetadas sobre Σ:

n.(E2 − E1) = 4πσ,

n× (E2 − E1) = 0,

onde usamos que Θ(−f ) + Θ(f ) = 1 e ∂f Θ(f ) = δ(f ).
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Geometrias-I
Seja um espaço-tempo (M, xµ) com o elemento de linha:

ds2 = gµν(x)dxµdxν

Defina-se a borda (∂M, ya) da variedadeM como à superfície
de dim=3: Φ(x) =constante.
Usando que a posição de ∂M emM está descrita como
xµ = xµ(y), então o elemento de linha induzido escreve-se

ds2 =hab(y)dyadyb, (4)

onde

hab(y) := gµν
∂xµ

∂ya
∂xν

∂yb
. (5)
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Geometrias-II
O vetor normal nµ à borda ∂M escreve-se:

nµ :=
ε∇µΦ

(εgρσ∇ρΦ∇σΦ)1/2 , (6)

Este satisfaz nµnµ = ε, onde ε = 1 (−1) corresponde-se com
uma borda tipo-tempo (ou espaço).
Para todo Uµ ∈ T [∂M] e nµ ∈ T⊥[∂M] então Uνnν = 0.
O projetor é hµν := gµν − εnµnν e satisfaz hµνn

ν = 0.
A curvatura extrínseca Kµν de ∂M e seu traço estão definidas
da seguinte forma:

Kµν :=h ρ
µ h σ

ν ∇ρnσ, (7)

K :=gµνKµν = ∇µnµ. (8)
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Geometrias-III

nm
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mn
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Geometrias-IV
K é uma medida de como se curva a hipersuperfície, Σ.
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Distribuições em RG-I
Seja uma hipersuperfície não-nula, Σ, que divide a variedade
em duas regiõesM+ eM−.
Vamos a considerar que Σ está fatiada por uma congruência
de curvas geodésicas que intersecam-se ortogonalmente.
A distância própia ao longo das geodésicas é ` de forma tal
que a parametrização de Σ : ` = 0.

gµν =Θ(`)g+
µν + Θ(−`)g−µν . (9)

Afastamento com respecto à Σ alongo das curvas geodésicas
satisfaz dxµ = nµd` com nµ = ε∂µ`.
Define-se a diferença [X ] := X+ − X− = X (`+ ε)− X (`− ε)
com ε→ 0.
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Identificação

(S, h
ab
)nm

(M
+ 
,g+

mn
,f+)

(M
- 
,g -

mn
,f-)

l =0

l >0

l <0
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Distribuições em RG-II
Para mostrar qual é a origem das C.Js. resulta útil calcular a
derivada da métrica:

∂ρgµν =Θ(`)∂ρg
+
µν + Θ(−`)∂ρg−µν + εδ(`)[gµν ]nρ, (10)

(11)

O produto de distribuições no mesmo ponto não está definido,
ou seja, para eliminar os termos da forma Θ(`)δ(`) devemos
exigir a primeira condição de junção:

[gµν ] = 0→ [hab] = 0

.
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Distribuições em RG-III
Outras quantidades podem ser calculadas do mesmo jeito:

Γµνρ = Θ(`)Γ+µ
νρ + Θ(−`)Γ−

µ
νρ, (12)

∂σΓµνρ = Θ(`)∂σΓ+µ
νρ + Θ(−`)∂σΓ−

µ
νρ + εδ(`)[Γµνρ]nσ, (13)

[Γρσµ] =
1
2

(ωρσnµ + ωρµnσ − ωσµnρ), (14)

onde ωαβ := εnµ[∂µgαβ]. Aqui temos neste termo a conexão com a
curvatura extrínseca:

[Kµν ] =h ρ
µ h σ

ν [∇ρnσ]

=
1
2

(εωµν − ωµσnσnν − ωνρnρnµ + εωρσn
ρnσnµnν), (15)

[K ] =gµν [Kµν ] =
1
2

(εω µ
µ − ωµνnµnν). (16)
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Distribuições em RG-IV
O tensor de Riemann tem três contribuições:

Rρσµν = Θ(`)R+ρ
σµν + Θ(−`)R−ρσµν + δ(`)R̃ρσµν , (17)

onde o termo proporcional ao delta δ escreve-se da seguinte forma:

R̃ρσµν := ε([Γρσν ]nµ − [Γρσµ]nν). (18)

Logo, os termos proporcional ao delta no tensor de Ricci e no
escalar de Ricci involvem [Kµν ] e seu traço:

R̃σν =R̃µσµν = −ε[Kσν ]− [K ]nσnν , (19)

R̃ =gσνR̃σν = −2ε[K ]. (20)
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Distribuições em RG-V
A parte singular do tensor de Einstein fica assim:

G̃µν =R̃µν −
1
2
gµνR̃ = −ε ([Kµν ]− hµν [K ]) . (21)

Lembrando que o TEM em todoM+ ∪M− ∪ Σ:

Tµν =Θ(`)T+
µν + Θ(−`)T−µν + δ(`)Sµν . (22)

As eqns. de Einstein projetadas serão:

Sµν = −ε ([Kµν ]− hµν [K ]) . (23)
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Distribuições em RG-VI
As EE de campo em todo o espaçotempo são:

Θ(`)G+
µνΘ(−`)G−µν + δ(`)G̃µν =

Θ(`)T+
µν + Θ(−`)T−µν + δ(`)Sµν .

É possível mostrar a conservação do TEM associado à casca,
DaSab = 0, para campos que só estão localizados em Σ.
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Aplicações
Buraco de Minhoca.
colapso gravitacional.
Mundos Brana.
Quase-Buracos Negros.
Casca Fina.
BN Regular.
Ondas de Choques.
Dinâmica de Bolhas.
Estrelas com ambientes.
Vacúo Falso e bolhas/Instantons.
etc....
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BN → BM

Como podemos construir um buraco de minhoca (verme)
usando uma solução de buraco negro?
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Colagem-I
Seja o elemento de linha de Schwarzschild em coordenadas
Xα = (t, r , θ, ϕ),

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (24)

Dita geometria representa um BN cujo horizonte de eventos
está localizado em rH = 2M.
O que vamos a fazer é tirar do ET de Schwarzschild a região
problemática r < 2M.
Logo, pegamos duas cópias da subvariedade restante com
r ≥ a:

M± = {x/r ≥ a}, (25)

onde a > rH .
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Colagem-III

ColamosM± na borda definida como a seguinte
hipersuperfície:

Σ ≡ Σ± = {x/r − a = 0}, (26)

construindo uma verme de casca finaM =M+ ∪M−.
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Colagem-IV
Este procedimento dá como resultado uma nova variedade que
é geodésicamente completa,M, com duas regiões
assintoticamente planas conectadas por uma garganta.
EmM, define-se uma coordernada radial ` = ±

∫ r
a grrdr , onde

± representamM+ eM−.
|`| é uma distância própia radial à garganta ` = 0.
Um observador no infinito enxergará um B.M. com massa M.
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BM-Propiedades-I
A garganta está localizada em Σ. Esta casca fina é uma
hipersuperfície síncrona de tipo tempo.
Escolhemos coordenadas ya = (τ, θ, ϕ) em Σ, sendo τ o
tempo própio medido na casca fina.
O tensor métrico induzido é hab = diag(−1, a2, a2sin2θ)
Na análise de estabilidade resulta útil usar que
Σ : f (r , τ) = r − a(τ) = 0.
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BM-Propiedades-II

O vector normal (nγnγ = 1) a Σ emM:

n±γ = ±
∣∣∣∣gαβ ∂f

∂Xα

∂f

∂X β

∣∣∣∣−1/2 ∂f

∂X γ
. (27)

n±γ = ±
(
− ȧ,

√
ȧ2 + f±(a)

f±(a)
, 0, 0

)
. (28)

A quadrivelocidade de um observador fixo em Σ satisfaz
UµUµ = −1 e Uµnµ = 0,

U±γ = ±
(√ȧ2 + f±(a)

f±(a)
, ȧ, 0, 0

)
, (29)

onde f±(a) = 1− 2M±/a±.
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BM-Propiedades-III
As componentes da curvatura extrínseca são

K θ±
θ = Kϕ±

ϕ = ±A±(a)

a
, (30)

K τ±
τ = ±B±(a)

A±(a)
, (31)

onde . = d/dτ , A± =
√
f±(a) + ȧ2 e B± = ä +

f ′±(a)

2a .
O salto das componentes fica da seguinte forma:

[K θ
θ ] = [Kϕ

ϕ ] =
A+ + A−

a
, (32)

[K τ
τ ] =

B+

A+
+

B−
A−

. (33)
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BM-Propiedades-IV

As Eqns. de Einstein projetadas (Darmois-Lanczos) são:

−[Kab] + [K ]hab = 8πSab, (34)

.
o TEM da casca fina escreve-se

Sa
b = diag

(
− σ, p, p

)
,

sendo σ a densidade energia superficial e p a pressão:

σ = −A+ + A−
2πa

, (35)

p =
1
8π

(B+

A+
+

B−
A−

+
A+ + A−

a

)
. (36)
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Propiedade-V

Condições de Junções

Buraco de Minhoca tipo casca fina
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BM-Propiedades-VI
A densidade de energia σ é sempre negativa, indicando a
existência de um conteúdo material exótico na garganta do
B.M.
Perceba-se que a conservação local do TEM da casca implica
[1a. lei da termodinâmica],

d

dτ
(σAt) + p

dAt

dτ
= 0, (37)

onde At = 4πa2 é área da garganta. Outra forma seria:

σ̇ = −2(σ + p)
ȧ

a
. (38)
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BM-Propiedades-VI
A eqn. mestra para a dinâmica escreve-se:

ȧ2 + V (a) = 0. (39)

onde o potencial efetivo está dado pela seguinte expressão:

V (a) = −(2πaσ)2 − (f+ − f−)2

(8πaσ)2 +
(f+ + f−)

2
(40)

Para estudiar a estabilidade da garganta baixo perturbações
que respeitam a simetria original do sistema fazemos uma
expansão de Taylor do potencial efetivo:

V (a) = V (a0)+V ′(a0)(a−a0)+
V ′′(a0)

2
(a−a0)2+O(a−a0)3,

(41)
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BM-Propiedades-VII

E mostrando que para a = a0 tem-se, V (a0) = V ′(a0) = 0,

V (a) =
1
2
V ′′(a0)(a− a0)2 + O[(a− a0)3], (42)

A estabilidade se traduz em analisar o sinal de V ′′(a0).
Suponha que p = p(σ) e β(σ) = dp/dσ. A derivada segunda
evaluada no solução de equilibro dá:

V ′′(a0) = − 2
a2
0

[2M
a0

+
M2

a2
0(1− 2M

a0
)

+(1+2β0)(1− 3M
a0

)
]
. (43)
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BM-Propiedades-VIII
A condição de estabilidade resulta equivalente à seguinte
desigualdade:

2a2
0β0 < −

[
a2
0 − 3Ma0 + M3]
a2
0 (a0 − 2M)
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BM-Propiedades-IX
O B.M com raio a0 = 3M é instável pois
V ′′(a0 = 3M) = −2/9M2 < 0 para todo valor de β0.
Não tem solução estável para 3 +

√
3 > 2β0 > −1.

Existem soluções estáveis para 2β0 ≥ 3 +
√
3 ou 2β0 > −1.

Tem-se que todo B.M. com β2
0 ∈ (0, 1] é instável.

Os B.Ms são estável para configurações com a0 > 3M e
β0 < 0. [Poisson-Visser,PRD’95].
O TEM do efeito Casimir tem um resultado semelhante,
T ij = σdiag(−1, 1, 1).
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Referência
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Obrigado!!
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