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Why	
  are	
  we	
  talking	
  about	
  a	
  Dark	
  Universe	
  ?	
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For	
  80	
  years,	
  Astronomy	
  has	
  accumulated	
  evidence	
  that	
  the	
  dominant	
  form	
  of	
  ma=er	
  in	
  the	
  Universe	
  is	
  	
  
dark	
  and	
  non-­‐baryonic	
  (DM:	
  85%	
  +	
  BM:	
  15%).	
  	
  

Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

Evidence	
  for	
  dark	
  maHer	
  in	
  spiral	
  galaxies	
  

Most	
  spiral	
  galaxies	
  show	
  flat	
  rota,on	
  curves	
  out	
  as	
  far	
  as	
  we	
  can	
  trace	
  them,	
  even	
  where	
  
no	
  more	
  stars	
  are	
  visible.	
  

Therefore	
  we	
  conclude	
  that	
  the	
  gravita,onal	
  mass	
  	
  
is	
  more	
  than	
  10	
  ,mes	
  more	
  massive	
  than	
  the	
  luminous	
  mass.	
  

Dark	
  ma=er	
  came	
  to	
  the	
  a=en,on	
  of	
  astrophysicists	
  due	
  to	
  discrepancies	
  between	
  	
  
the	
  mass	
  of	
  large	
  astronomical	
  objects	
  determined	
  from	
  their	
  gravita,onal	
  effects,	
  	
  

and	
  the	
  mass	
  calculated	
  from	
  the	
  "luminous	
  ma=er"	
  they	
  contain;	
  such	
  as	
  stars,	
  gas	
  and	
  dust.	
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Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

Evidence	
  for	
  dark	
  maHer	
  in	
  clusters	
  of	
  galaxies:	
  Bullet	
  Cluster	
  

Comparison	
  of	
  images	
  of	
  the	
  gas	
  obtained	
  by	
  the	
  Chandra	
  X-­‐
ray	
  telescope	
  to	
  «	
  maps	
  »	
  of	
  the	
  gravita,onal	
  field	
  deduced	
  

from	
  weak	
  lensing	
  observa,ons.	
  	
  
The	
  clear	
  separa,on	
  of	
  dark	
  ma=er	
  and	
  gas	
  clouds	
  is	
  
considered	
  direct	
  evidence	
  that	
  dark	
  ma=er	
  exists	
  

For	
  80	
  years,	
  Astronomy	
  has	
  accumulated	
  evidence	
  that	
  the	
  dominant	
  form	
  of	
  ma=er	
  in	
  the	
  Universe	
  is	
  	
  
dark	
  and	
  non-­‐baryonic	
  (DM:	
  85%	
  +	
  BM:	
  15%).	
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Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

Evidence	
  for	
  dark	
  maHer	
  in	
  clusters	
  of	
  galaxies	
  (lensing	
  measures)	
  

For	
  80	
  years,	
  Astronomy	
  has	
  accumulated	
  evidence	
  that	
  the	
  dominant	
  form	
  of	
  ma=er	
  in	
  the	
  Universe	
  is	
  	
  
dark	
  and	
  non-­‐baryonic	
  (DM:	
  85%	
  +	
  BM:	
  15%).	
  	
  

By	
  measuring	
  how	
  the	
  background	
  galaxies	
  are	
  distorted	
  by	
  the	
  foreground	
  cluster,	
  astronomers	
  
can	
  measure	
  the	
  mass	
  in	
  the	
  cluster.	
  The	
  mass	
  in	
  the	
  cluster	
  is	
  more	
  than	
  five	
  ,mes	
  larger	
  than	
  the	
  

inferred	
  mass	
  in	
  visible	
  stars,	
  gas	
  and	
  dust.	
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Since	
  a	
  decade,	
  we	
  have	
  solid	
  observa,onal	
  evidence	
  of	
  cosmic	
  accelera,on,	
  requiring	
  yet	
  another	
  
mysterious	
  contribu,on	
  to	
  the	
  total	
  energy	
  budget	
  of	
  the	
  Universe,	
  the	
  dark	
  energy.	
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Since	
  a	
  decade,	
  we	
  have	
  solid	
  observa,onal	
  evidence	
  of	
  cosmic	
  accelera,on,	
  requiring	
  yet	
  another	
  
mysterious	
  contribu,on	
  to	
  the	
  total	
  energy	
  budget	
  of	
  the	
  Universe,	
  the	
  dark	
  energy.	
  	
  

Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

The	
  Concordance	
  Model	
  ΛCDM	
  
Baryons ~ 5% 

Radiations  
~ 0.01% 

Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

Cosmic complementarity 

Kowalski et al. 2008 
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Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

What	
  is	
  the	
  nature	
  of	
  the	
  Dark	
  Ma=er	
  ?	
  

What	
  is	
  the	
  nature	
  of	
  the	
  Dark	
  Energy	
  ?	
  

As	
  the	
  signatures	
  of	
  the	
  nature	
  of	
  DM	
  and	
  DE	
  depend	
  on	
  the	
  detailed	
  
distribu,on	
  of	
  DM	
  (may	
  be	
  of	
  DE	
  too)	
  throughout	
  the	
  Universe,	
  from	
  
cosmics	
  all	
  the	
  way	
  down	
  to	
  sub	
  galac,c	
  scales,	
  the	
  ques,on	
  of	
  the	
  
contents	
  of	
  the	
  dark	
  Universe	
  and	
  the	
  origin	
  of	
  the	
  cosmic	
  structure	
  

are	
  deeply	
  related.	
  

The	
  origin	
  of	
  the	
  cosmic	
  structures	
  in	
  the	
  Universe	
  is	
  	
  
as	
  such	
  a	
  fundamental	
  ques,on	
  in	
  cosmology.	
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Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

Universe	
  is	
  spa,ally	
  homogenous	
  and	
  isotropic,	
  it	
  is	
  described	
  by	
  General	
  Rela,vity	
  	
  
Its	
  dynamics	
  is	
  given	
  only	
  by	
  a(t)	
  through	
  FLRW	
  Equa,on	
  

€ 

ds2 = dt 2 − a(t)2 dr2

1− kr2 + r2dθ 2 + r2 sin2θ dφ 2
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Primordial	
  perturba,ons	
  are	
  seeded	
  by	
  quantum	
  
fluctua,ons	
  and	
  are	
  stretched	
  to	
  cosmological	
  scales	
  

by	
  infla,on	
  

The	
  shape	
  and	
  the	
  amplitude	
  of	
  	
  these	
  perturba,ons	
  
are	
  observed	
  on	
  the	
  CMB.	
  

Their	
  growth	
  by	
  gravita,onal	
  instability	
  in	
  an	
  
expanding	
  universe	
  leads	
  to	
  the	
  cosmic	
  structures	
  we	
  

observe	
  today.	
  The	
  gravita,onal	
  interac,ons	
  are	
  
modelled	
  using	
  quasi-­‐Newtonian	
  laws	
  (taking	
  into	
  

account	
  the	
  cosmic	
  expansion)	
  

The	
  purpose	
  of	
  cosmological	
  simula,ons	
  is	
  to	
  model	
  the	
  growth	
  of	
  structures	
  in	
  the	
  Universe.	
  	
  

Usual	
  paradigm	
  of	
  the	
  cosmic	
  structure	
  forma>on	
  model	
  (evolu>on	
  of	
  the	
  Universe)	
  is:	
  

Structure	
  forma,on	
  models	
  a=emps	
  to	
  reduce	
  cosmology	
  to	
  an	
  ini,al	
  value	
  problem.	
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Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

Numerical	
  simula>ons	
  of	
  cosmic	
  structure	
  forma>on	
  	
  
is	
  also	
  a	
  powerful	
  theore>cal	
  tool	
  to	
  interpret	
  and	
  to	
  support	
  
present	
  and	
  future	
  cosmological	
  observa>ons	
  (redshiO	
  space).	
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Dark Energy ~ 70%  

CDM ~ 25% 

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

How	
  do	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula>on	
  of	
  	
  
cosmic	
  structure	
  forma>on	
  ?	
  	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula>ons	
  	
  
on	
  cosmics	
  structure	
  forma>on	
  ?	
  

This	
  lecture	
  will	
  organized	
  around	
  three	
  main	
  ques>ons:	
  

Many	
  lectures	
  on	
  cosmic	
  structure	
  forma>on	
  are	
  available	
  (see	
  Bibliography)	
  	
  
(numerical	
  methods,	
  ini>al	
  condi>ons…).	
  	
  

I	
  shall	
  discuss	
  these	
  aspects	
  but	
  mainly	
  to	
  show	
  up	
  the	
  «	
  logic	
  »	
  of	
  the	
  development	
  	
  
of	
  numerous	
  methods	
  for	
  cosmological	
  	
  numerical	
  simula>ons,	
  	
  

To	
  show	
  up	
  the	
  links	
  between	
  these	
  methods.	
  I	
  shall	
  give	
  also	
  some	
  remarks	
  on	
  	
  
Op>miza>on	
  process,	
  Supercomputer	
  Architecture,	
  Grand	
  Challenge	
  Project	
  (DEUS)…	
  

	
  and	
  some	
  Results	
  on	
  large	
  scale	
  structure,	
  halo	
  profil,…	
  
Non	
  Linear	
  Gravity	
  /	
  Cosmology,	
  Universality	
  /	
  Non	
  Universality	
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Numerical	
  simula>ons	
  of	
  Dark	
  Universe	
  
OUTLINE	
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Numerical	
  Simula,on	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe	
  

Introduc>on	
  

I.	
  Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  
	
   	
  	
  
	
  I.	
  1.	
  Gravita>onal	
  instability	
  in	
  an	
  expanding	
  universe.	
  	
  
	
  N-­‐body	
  collisonless	
  gravita>onal	
  dynamics	
  

	
  I.2.	
  Mean	
  Field	
  approxima>on.	
  
	
  Vlasov-­‐Poisson	
  system	
  /	
  N-­‐body	
  system	
  

	
  I.3.	
  Why	
  is	
  approximate	
  solu>ons	
  of	
  	
  
	
  the	
  non	
  linear	
  gravita>onal	
  dynamic	
  	
  
	
  not	
  sufficient	
  ?	
  cosmological	
  observables.	
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II.	
  How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula>on	
  of	
  large	
  scale	
  structure	
  forma>on	
  
	
  II.	
  2.	
  Gravity	
  Solver	
  
	
   	
  Direct	
  Methods,	
  Tree	
  Methods,	
  PM	
  Methods,	
  	
  
	
   	
  Hybrid	
  Methods,	
  AMR	
  Methods,	
  	
  
	
   	
  …	
  

	
  II.	
  1.	
  Numerous	
  Methods:	
  Time	
  integra>on.	
  

	
  II.	
  3.	
  Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>on	
  

	
  II.	
  6.	
  Cosmological	
  observables	
  and	
  analysis	
  of	
  numerical	
  simula>on	
  
	
   	
  Correla>on,	
  Power	
  Spectrum,	
  Mass	
  Func>on,	
  Halo	
  Profils,	
  Bulk	
  Flow,	
  	
  
	
   	
  RedshiO	
  Space	
  Distor>ons…	
  

	
  II.	
  5.	
  Numerical	
  and	
  Physical	
  Limita>ons	
  

	
  II.	
  7.	
  To	
  higher	
  resolu>on:	
  mass	
  and	
  spa>al	
  resolu>on	
  
	
   	
  Parallel	
  Implementa>ons,	
  Supercomputer	
  architectures,	
  Performance	
  Results	
  

	
  II.	
  8.	
  Cosmological	
  consor>a:	
  Grand	
  Challenge	
  Simula>on.	
  

Numerical	
  Simula,on	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe	
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Numerical	
  Simula,on	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe	
  

III.	
  What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula>ons	
  on	
  large	
  
scale	
  structure	
  forma>on	
  ?	
  

	
  III.	
  1.	
  DEUS:	
  Results	
  in	
  Progress	
  	
  

	
  III.	
  2.	
  Large	
  scale	
  structure	
  forma>on	
  (Bias,	
  Bulk	
  Flow)	
  
	
   	
  	
  
	
  III.	
  3.	
  Halo	
  proper>es	
  (Mass	
  func>on,	
  Profils)	
  

	
  IV.	
  Conclusion	
  -­‐	
  Acknowledgments	
  	
  

	
  V.	
  Bibliography	
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What	
  do	
  we	
  simulate?	
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Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

What	
  do	
  we	
  want	
  to	
  simulate	
  ?	
  N-­‐body	
  collisonless	
  gravita>onal	
  dynamics	
  

A	
  system	
  of	
  N	
  par,cles	
  interac,ng	
  gravita,onally	
  with	
  total	
  mass	
  M	
  and	
  
a	
  given	
  size	
  R	
  reaches	
  a	
  dynamic	
  equilibrium	
  state	
  on	
  a	
  ,mescale	
  comparable	
  to	
  

a	
  few	
  ,mes	
  the	
  typical	
  ,me	
  tcr,	
  needed	
  for	
  a	
  par,cle	
  to	
  cross	
  the	
  system	
  

tcr	
  is	
  the	
  response	
  ,me	
  needed	
  to	
  se=le	
  down	
  to	
  equilibrium.	
  
If	
  the	
  system	
  is	
  ini,ally	
  out	
  of	
  equilibrium,	
  this	
  is	
  reached	
  through	
  mixing	
  in	
  phase	
  	
  

space	
  due	
  to	
  fluctua,ons	
  of	
  the	
  gravita,onal	
  poten,al,	
  a	
  process	
  called	
  violent	
  relaxa,on	
  
(Lynden-­‐Bell	
  1967).	
  	
  € 

tcr ≈
1

GM /R3
(≈ 1

Gρ
)

€ 

tcr ≈ tU

Let	
  us	
  compare	
  some	
  ,me	
  scales.	
  

For	
  dark	
  ma=er	
  halos,	
  large	
  scale	
  cosmic	
  structures	
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Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

What	
  do	
  we	
  simulate	
  ?	
  N-­‐body	
  collisonless	
  gravita>onal	
  dynamics	
  

N-­‐body	
  systems	
  such	
  as	
  galaxies	
  and	
  dark	
  maHer	
  halos	
  have	
  a	
  
relaxa>on	
  >me	
  much	
  longer	
  than	
  the	
  life	
  of	
  the	
  Universe	
  and	
  

are	
  thus	
  considered	
  collisionless	
  systems.	
  

€ 

trel ≈ N
10Log(N)

⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 
tcr

Let	
  us	
  compare	
  ,me	
  scales.	
  

Once	
  the	
  system	
  is	
  in	
  dynamic	
  equilibrium	
  a	
  long	
  term	
  evolu,on	
  is	
  possible,	
  driven	
  	
  
by	
  two-­‐body	
  relaxa,on,	
  where	
  energy	
  is	
  slowly	
  exchanged	
  between	
  par,cles,	
  	
  

and	
  the	
  system	
  tends	
  to	
  evolve	
  toward	
  energy	
  equipar,,on.	
  	
  
The	
  ,mescale	
  trel	
  for	
  this	
  process	
  depends	
  on	
  the	
  number	
  of	
  
par,cles	
  and	
  on	
  the	
  geometry	
  of	
  the	
  system	
  (Spitzer	
  1987).	
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Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

A	
  system	
  of	
  N	
  par,cles	
  (N	
  >>1)	
  interac,ng	
  gravita,onally	
  defines	
  a	
  6N+1	
  
dimensional	
  phase	
  space	
  given	
  by	
  the	
  N	
  posi,on	
  and	
  velocity	
  vectors	
  

associated	
  to	
  each	
  par,cle	
  at	
  each	
  ,me	
  t.	
  	
  

The	
  solu,on	
  of	
  the	
  N-­‐body	
  problem	
  defines	
  a	
  trajectory	
  in	
  this	
  phase	
  space.	
  	
  

This	
  allows	
  us	
  to	
  pass	
  from	
  a	
  6N+1	
  to	
  a	
  6+1	
  dimension	
  phase	
  space.	
  	
  

What	
  is	
  the	
  N-­‐body	
  collisonless	
  gravita>onal	
  dynamics	
  ?	
  

As	
  the	
  number	
  of	
  dark	
  ma=er	
  par,cles	
  in	
  cosmic	
  structure	
  is	
  large	
  enough,	
  
that	
  is	
  if	
  the	
  two	
  body	
  relaxa,on	
  ,me	
  	
  

is	
  long	
  compared	
  to	
  the	
  ,me-­‐frame	
  one	
  is	
  interested	
  in,	
  they	
  just	
  respond	
  to	
  
their	
  collec,ve	
  gravita,onal	
  field	
  and	
  a	
  sta,s,cal	
  descrip,on	
  

of	
  the	
  problem	
  is	
  possible.	
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Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

We	
  adopt	
  a	
  mean	
  field	
  descrip,on	
  of	
  the	
  dynamical	
  system	
  in	
  terms	
  	
  
of	
  a	
  single	
  par,cle	
  distribu,on	
  func,on	
  f(r,	
  v,	
  t),	
  where	
  f(r,	
  v,	
  t)drdv	
  is	
  

propor,onal	
  to	
  the	
  probability	
  of	
  finding	
  a	
  par,cle	
  in	
  a	
  6D	
  element	
  of	
  volume	
  
drdv	
  centered	
  around	
  posi,on	
  r	
  and	
  velocity	
  v	
  at	
  ,me	
  t.	
  

Within	
  this	
  simplified	
  framework	
  the	
  knowledge	
  of	
  the	
  distribu,on	
  func,on	
  	
  
uniquely	
  defines	
  all	
  the	
  proper,es	
  of	
  the	
  system.	
  	
  

  

€ 

Df
Dt

=
∂f
∂t

+
 v .∂f
∂
 r 
−
∂φ
∂
 r 
.∂f
∂
 v 

= 0

  

€ 

∇2φ( r ,t) = 4πGρ( r ,t)

where  ρ( r ,t) = f ( r ,  v ,t)d v ∫
Phase-­‐space	
  is	
  conserved	
  along	
  each	
  characteris,c	
  (i.e.	
  par,cle	
  trajectory).	
  

What	
  is	
  the	
  N-­‐body	
  collisonless	
  gravita>onal	
  dynamics	
  ?	
  	
  
Mean	
  Field	
  Approxima>on	
  

The	
  dynamic	
  is	
  described	
  by	
  the	
  Vlasov	
  equa,on.	
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Mean	
  Field	
  approxima>on:	
  Vlasov-­‐Poisson	
  system	
  /	
  N-­‐body	
  system	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

But	
  this	
  system	
  of	
  par>al	
  differen,al	
  equa,ons	
  is	
  very	
  difficult	
  (impossible)	
  to	
  solve	
  
directly	
  in	
  non-­‐trivial	
  cases.	
  Given	
  its	
  high	
  dimensionality	
  (6+1),	
  the	
  Vlasov	
  equa,on	
  
is	
  usually	
  solved	
  by	
  	
  sampling	
  the	
  ini,al	
  distribu,on	
  func,on	
  and	
  then	
  by	
  evolving	
  
the	
  resul,ng	
  N-­‐body	
  	
  system	
  by	
  means	
  of	
  numerical	
  method	
  that	
  suppresses	
  two	
  

body	
  interac,ons	
  at	
  	
  small	
  scales	
  (the	
  interac,on	
  is	
  sokened	
  )	
  

Since	
  the	
  Vlasov	
  equa,on	
  	
  states	
  that	
  f	
  is	
  constant	
  along	
  any	
  trajectory	
  	
  
{r(t),	
  v(t)},	
  the	
  trajectories	
  obtained	
  by	
  ,me	
  integra,on	
  of	
  N	
  points	
  {ri,	
  vi}	
  

sampled	
  from	
  the	
  distribu,on	
  func,on	
  f	
  at	
  ,me	
  t	
  =	
  tini,al	
  	
  
forms	
  a	
  representa,ve	
  sample	
  of	
  f	
  at	
  each	
  ,me	
  t.	
  

Hence	
  the	
  problem	
  reduces	
  to	
  solving	
  Poisson’s	
  equa,on	
  for	
  a	
  set	
  of	
  N	
  par,cles	
  
and	
  advancing	
  them	
  forward	
  in	
  ,me	
  according	
  to	
  their	
  equa,ons	
  of	
  mo,on.	
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Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

N-­‐body	
  approach	
  can	
  be	
  seen	
  as	
  a	
  Monte	
  Carlo	
  technique	
  for	
  	
  
Random	
  sampling	
  of	
  the	
  characteris,cs.	
  

  

€ 

d r 
dt

=
 v 

d v 
dt

= −
 
∇ φ

In	
  N-­‐body	
  approach,	
  the	
  ini,al	
  phase	
  space	
  is	
  spli=ed	
  into	
  small	
  domains,	
  
each	
  domain	
  is	
  represented	
  by	
  a	
  (macro-­‐)	
  par,cle,	
  and	
  (macro-­‐)	
  par,cles	
  are	
  

evolved	
  selfconsistently	
  using	
  equa,ons	
  of	
  (macro-­‐)	
  par,cle	
  mo,on:	
  

with	
  poten>al	
  given	
  by	
  the	
  Poisson	
  equa>on:	
  

  

€ 

 
∇ 2φ = 4πGρtot

Mean	
  Field	
  approxima>on:	
  Vlasov-­‐Poisson	
  system	
  /	
  N-­‐body	
  system	
  

  

€ 

φ( r ) = − G
m j

 r −  r j
2

+ε 2j≠ i
∑
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Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

We	
  follow	
  the	
  growth	
  of	
  primordial	
  fluctua,ons	
  in	
  an	
  expanding	
  Universe.	
  It	
  is	
  
convenient	
  to	
  re-­‐write	
  the	
  equa,ons	
  in	
  comoving	
  variables	
  x=a(t)-­‐1r	
  where	
  the	
  

scale	
  factor	
  a(t)	
  sa,sfies	
  Friedmann	
  equa,on	
  

Several	
  ques>ons	
  come	
  up	
  now:	
  

How	
  do	
  we	
  compute	
  the	
  gravita,onal	
  forces	
  efficiently	
  and	
  accurately?	
  
(Numerical	
  technics	
  by	
  using	
  or	
  not	
  using	
  a	
  Mesh)	
  

How	
  do	
  we	
  integrate	
  the	
  orbital	
  equa,ons	
  in	
  ,me?	
  
(Time	
  integrator	
  symplec,c	
  or	
  not	
  symplec,c)	
  

How	
  do	
  we	
  generate	
  appropriate	
  ini,al	
  condi,ons?	
  
(Background	
  /	
  Perturba,ons)	
  

Mean	
  Field	
  approxima>on:	
  Vlasov-­‐Poisson	
  system	
  /	
  N-­‐body	
  system	
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Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula>on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Two	
  conflic,ng	
  requirements	
  complicate	
  strongly	
  the	
  study	
  of	
  	
  
hierarchical	
  structure	
  forma,on:	
  	
  

At	
  any	
  given	
  ,me,	
  halos	
  exist	
  on	
  a	
  large	
  range	
  of	
  mass-­‐scales	
  and	
  lenght-­‐scales	
  

If	
  the	
  compu>ng	
  volume	
  is	
  too	
  small,	
  fundamental	
  mode	
  goes	
  non-­‐linear	
  soon	
  
aker	
  the	
  first	
  halos	
  form	
  and	
  computa,on	
  cannot	
  be	
  meaningfully	
  con,nued	
  
beyond	
  this	
  point.	
  Moreover,	
  rare	
  events,	
  rare	
  objects	
  as	
  most	
  massive	
  objects	
  

(rich	
  clusters)	
  or	
  the	
  first	
  halo	
  could	
  be	
  missed	
  

If	
  the	
  par>cle	
  mass	
  is	
  too	
  large	
  (or	
  par>cle	
  number	
  N	
  is	
  too	
  low),	
  gravita,onal	
  
physics	
  cannot	
  be	
  correctly	
  resolved	
  and	
  smallest	
  structures	
  (dwarf	
  galaxies)	
  will	
  be	
  

missed.	
  

What	
  do	
  we	
  simulate	
  ?	
  Which	
  are	
  the	
  difficul>es	
  ?	
  

We	
  want	
  smallest	
  par>cle	
  mass	
  and	
  the	
  largest	
  number	
  of	
  par>cles	
  	
  
to	
  resolve	
  internal	
  structure	
  of	
  halos	
  

Physics	
  /	
  Cosmology	
  impose	
  the	
  largest	
  N	
  and	
  the	
  largest	
  Volume	
  

We	
  want	
  a	
  large	
  volume	
  to	
  get	
  a	
  representa,ve	
  sample	
  of	
  the	
  Universe.	
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Numerical	
  Approach	
  /	
  
Analy>cal	
  Approxima>on	
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Cosmic	
  structure	
  forma>on	
  can	
  be	
  described	
  using	
  approxima>ons	
  of	
  non-­‐linear	
  
gravita>onnal	
  dynamics	
  !	
  Why	
  do	
  not	
  use	
  such	
  approxima>ons	
  ?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Three	
  kinds	
  of	
  approxima,ons:	
  
	
  Approxima,on	
  of	
  the	
  dynamics	
  of	
  the	
  collapse	
  (Zeldovich,	
  perturba,ve	
  theory…)	
  
	
  Approxima,on	
  on	
  the	
  geometry	
  of	
  the	
  collapse	
  (spherical,	
  ellisoidal	
  collapse…)	
  
	
  Approxima,on	
  on	
  the	
  sta,s,cs	
  (Press	
  Schecter	
  formalism,	
  Excursion	
  Set	
  Theory…)	
  

PM	
  (σ10=0.22)	
  

Zeldo	
  

PM	
  (σ10=0.22)	
  (3)	
  

Zeldo	
  (3)	
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Why	
  do	
  not	
  use	
  such	
  approxima>ons	
  ?	
  Comparison	
  Approxima>on	
  and	
  «	
  Exact	
  »	
  dynamics	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

PM	
  (σ10=0.41)	
  

PM	
  (σ10=0.97)	
  

Zeldo	
   Zeldo	
  (3)	
  

Zeldo	
  (3)	
  

PM	
  (σ10=0.41)	
  (3)	
  

PM	
  (σ10=0.97)	
  (3)	
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Why	
  do	
  not	
  use	
  such	
  approxima>ons	
  ?	
  Sphericity	
  of	
  Halos	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Non-­‐sphericity	
  for	
  low	
  mass	
  and	
  high	
  mass	
  halos	
  

Each	
  approxima,ons	
  is	
  efficient	
  to	
  describe	
  a	
  specific	
  aspect.	
  The	
  analy,cal	
  approxima,ons	
  are	
  probably	
  the	
  only	
  way	
  to	
  
deeply	
  understand	
  the	
  origin	
  of	
  the	
  mass	
  func,on,	
  the	
  distribu,on	
  of	
  dark	
  ma=er	
  ....	
  But	
  none	
  approxima,on	
  is	
  able	
  to	
  
calculate	
  and	
  to	
  describe	
  correctly	
  both	
  all	
  observables	
  and	
  the	
  complexity	
  of	
  the	
  cosmic	
  structure	
  forma,on	
  process.	
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Cosmic	
  structure	
  forma>on	
  can	
  be	
  described	
  using	
  approxima>ons	
  of	
  non-­‐linear	
  
gravita>onnal	
  dynamics	
  !	
  Why	
  do	
  not	
  use	
  such	
  approxima>ons	
  ?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Virgo	
  Consor,um	
  1996	
   Horizon	
  -­‐	
  Pires	
  et	
  al	
  2010	
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Cosmic	
  structure	
  forma>on	
  can	
  be	
  described	
  using	
  approxima>ons	
  of	
  non-­‐linear	
  
gravita>onnal	
  dynamics	
  !	
  Why	
  do	
  not	
  use	
  such	
  approxima>ons	
  ?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Heitmann,	
  	
  
Habib	
  et	
  al.	
  
Argonne	
  
Na,onal	
  	
  
Laboratory	
  
2012.	
  

Angulo	
  et	
  al,	
  	
  Millenium	
  2011	
   Borgani	
  et	
  al	
  2012,	
  	
  Trieste	
  Num	
  Group	
  Loeb	
  et	
  al	
  2010	
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What	
  are	
  these	
  observables	
  ?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Power	
  spectrum	
   Correla,on	
  func,on	
  (TF-­‐1	
  P(k))	
  
higher	
  sta,s,cs	
  	
  

Velocity	
  Field	
  and	
  Correla,on	
  in	
  velocity	
  space	
  ,	
  bulk	
  flow…	
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What	
  are	
  these	
  observables	
  ?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Mass	
  func,on	
   Halo	
  profil	
  

ΛCDM	
  
Sugra	
  
Ratra-­‐
Peebles	
   z=1 

z=2.3 

z=0 

Structural	
  proper,es,	
  	
  
angular	
  momentum,	
  	
  
concentra,on…	
  

Sub-­‐structures	
   Merger-­‐Tree	
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What	
  are	
  these	
  observables	
  ?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Sub-­‐structures	
   Merger-­‐Tree	
  

Kulhen	
  et	
  al	
  2008	
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Cosmic	
  structure	
  forma>on	
  can	
  be	
  described	
  using	
  approxima>ons	
  of	
  non-­‐linear	
  
gravita>onnal	
  dynamics	
  !	
  Why	
  do	
  not	
  use	
  such	
  approxima>ons	
  ?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

DEUS	
  Consor,um	
  2010	
  

The	
  process	
  of	
  structure	
  forma,on	
  is	
  complex.	
  The	
  gravita,onal	
  collapse	
  in	
  hierarchical	
  models	
  
produces	
  filaments,	
  stuctures	
  at	
  the	
  intersec,on	
  of	
  these	
  filaments,	
  clumps…	
  Structures	
  

appear	
  at	
  all	
  scales,	
  structures	
  merge...	
  The	
  power	
  spectrum	
  is	
  not	
  sufficient	
  to	
  describe	
  the	
  
ma=er	
  distribu,on.	
  Higher	
  order	
  descrip,on	
  and	
  other	
  sta,s,cs	
  are	
  oken	
  needed.	
  	
  We	
  also	
  

want	
  to	
  know	
  the	
  number	
  of	
  objects	
  formed,	
  i.e.	
  the	
  halo	
  mass	
  func,on,	
  the	
  structure	
  of	
  these	
  
objects,	
  the	
  halo	
  profil...	
  Only	
  a	
  cross-­‐analysis	
  of	
  numerous	
  observables	
  will	
  be=er	
  understand	
  

the	
  forma,on	
  of	
  cosmic	
  structures	
  and	
  allow	
  to	
  deduce	
  the	
  cosmological	
  model.	
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Why	
  is	
  an	
  approxima>on	
  of	
  the	
  non	
  linear	
  gravita>onal	
  dynamics	
  not	
  sufficient?	
  

Why	
  do	
  we	
  need	
  to	
  perform	
  numerical	
  Simula,on	
  in	
  cosmology	
  ?	
  	
  

Though	
  numerical	
  simula,ons	
  are	
  not	
  an	
  exact	
  reproduc,on	
  of	
  the	
  gravita,onal	
  dynamics	
  	
  
but	
  because	
  it	
  does	
  not	
  exist	
  any	
  approximate	
  solu,on	
  which	
  is	
  able	
  both	
  to	
  evaluate	
  	
  

the	
  evolu,on	
  of	
  the	
  dark	
  ma=er,	
  its	
  distribu,on	
  on	
  large	
  range	
  of	
  scales,	
  the	
  structure	
  of	
  	
  
DM	
  halos,	
  the	
  number	
  of	
  DM	
  halos…	
  

Numerical	
  simula>ons	
  are	
  the	
  only	
  or	
  at	
  least	
  an	
  effec>ve	
  way	
  	
  
to	
  compute	
  any	
  cosmological	
  observables.	
  

And	
  provided,	
  in	
  a	
  numerical	
  simula>on	
  we	
  evaluate	
  the	
  accuracy	
  with	
  which	
  
we	
  are	
  able	
  to	
  calculate	
  these	
  observables,	
  	
  

	
  the	
  numerical	
  simula>ons	
  is	
  a	
  powerful	
  way	
  to	
  constrain	
  and	
  to	
  discriminate	
  
between	
  the	
  cosmological	
  models.	
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II.	
  How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula>on	
  of	
  large	
  scale	
  structure	
  forma>on	
  
	
  II.	
  2.	
  Gravity	
  Solver	
  
	
   	
  Direct	
  Methods,	
  Tree	
  Methods,	
  PM	
  Methods,	
  	
  
	
   	
  Hybrid	
  Methods,	
  AMR	
  Methods,	
  	
  
	
   	
  …	
  

	
  II.	
  1.	
  Numerous	
  Methods:	
  Time	
  integra>on.	
  

	
  II.	
  3.	
  Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>on	
  

	
  II.	
  6.	
  Cosmological	
  observables	
  and	
  analysis	
  of	
  numerical	
  simula>on	
  
	
   	
  Correla>on,	
  Power	
  Spectrum,	
  Mass	
  Func>on,	
  Halo	
  Profils,	
  Bulk	
  Flow,	
  	
  
	
   	
  RedshiO	
  Space	
  Distor>ons…	
  

	
  II.	
  5.	
  Numerical	
  and	
  Physical	
  Limita>ons	
  

	
  II.	
  7.	
  To	
  higher	
  resolu>on:	
  mass	
  and	
  spa>al	
  resolu>on	
  
	
   	
  Parallel	
  Implementa>ons,	
  Supercomputer	
  architectures,	
  Performance	
  Results	
  

	
  II.	
  8.	
  Cosmological	
  consor>a:	
  Grand	
  Challenge	
  Simula>on.	
  

Numerical	
  Simula,on	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe	
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Gravity	
  Solver	
  
Numerous	
  Methods	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
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Sum	
  forces	
  by	
  direct	
  par,cle-­‐to-­‐par,cle	
  gravita,onal	
  force:	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

  

€ 

 
F i = − G

mim j (
 r i −
 r j )

 r i −
 r j

3
+ε 2( )

3 / 2
j≠ i
∑

Gravity	
  Solver:	
  Direct	
  Methods	
  

1)	
  The	
  problem	
  is	
  thus	
  a	
  set	
  of	
  non-­‐linear	
  second	
  order	
  ordinary	
  	
  
differen,al	
  equa,ons	
  rela,ng	
  the	
  accelera,on	
  d2ri/dt2=	
  Fi/mi	
  	
  
with	
  the	
  posi,on	
  of	
  all	
  the	
  (macro)	
  par,cles	
  in	
  the	
  system.	
  	
  

2)	
  The	
  gravita,onal	
  force	
  presents	
  a	
  singularity	
  when	
  the	
  distance	
  of	
  two	
  par,cles	
  	
  
approaches	
  0,	
  which	
  can	
  lead	
  to	
  arbitrarily	
  large	
  rela,ve	
  veloci,es.	
  	
  

In	
  addi,on,	
  given	
  the	
  non-­‐linear	
  nature	
  of	
  the	
  equa,ons,	
  the	
  singulari,es	
  are	
  
movable,	
  that	
  is	
  they	
  depend	
  on	
  the	
  specific	
  choice	
  of	
  ini,al	
  condi,ons	
  	
  

(In	
  contrast,	
  all	
  singulari,es	
  in	
  linear	
  ordinary	
  differen,al	
  equa,ons	
  are	
  independent	
  
of	
  ini,al	
  condi,ons).	
  

  

€ 

 
F i = − G

mim j (
 r i −
 r j )

 r i −
 r j

3
j≠ i
∑
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

  

€ 

 
F i = − G

mim j (
 r i −
 r j )

 r i −
 r j

3
+ε 2⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 
3 / 2

j≠ i
∑

Where	
  ε	
  >	
  0	
  is	
  the	
  sokening,	
  or	
  smoothing	
  length,	
  that	
  is	
  a	
  typical	
  distance	
  below	
  
which	
  the	
  gravita,onal	
  interac,on	
  is	
  «	
  suppressed	
  ».	
  	
  

This	
  strategy	
  effec,vely	
  suppresses	
  binary	
  forma,on	
  and	
  strong	
  gravita,onal	
  	
  
interac,ons	
  (Aarseth	
  1972…)	
  (ε<<L)	
  

All	
  N-­‐body	
  numerical	
  methods	
  in	
  the	
  following	
  introduce	
  in	
  one	
  way	
  or	
  another	
  way	
  	
  
such	
  a	
  smoothing	
  length.	
  

The	
  singularity	
  may	
  be	
  avoided	
  by	
  introducing	
  a	
  smoothing	
  length	
  that	
  is	
  by	
  
modifying	
  the	
  gravita,onal	
  interac,on	
  at	
  small	
  scales.	
  	
  

Gravity	
  Solver:	
  Direct	
  Methods	
  and	
  SoOening	
  of	
  the	
  force	
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Sum	
  forces	
  by	
  direct	
  par,cle-­‐to-­‐par,cle	
  gravita,onal	
  force:	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
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A	
  state	
  of	
  the	
  art,	
  publicy	
  available,	
  serial	
  direct	
  N-­‐body	
  integrator	
  is	
  Aarseth’s	
  NBODY6	
  (2012)	
  
(,me	
  step	
  for	
  each	
  par,cle,	
  new	
  version	
  on	
  GPU…)	
  

Gravity	
  Solver:	
  Direct	
  Methods	
  

Advantage:	
  	
  
Very	
  Intui,ve,	
  First	
  version	
  very	
  simple,	
  Exact	
  forces	
  calculated	
  on	
  each	
  par,cle	
  

Disadvantage:	
  
Takes	
  N2	
  summa,ons	
  to	
  calculate	
  force:	
  Doable	
  for	
  N	
  ~	
  106,	
  impossible	
  for	
  N	
  ~	
  109	
  

Difficult	
  to	
  apply	
  periodic	
  boundary	
  condi,ons	
  

An	
  amazing	
  exemple	
  rather	
  oriented	
  to	
  study	
  stellar	
  dynamics:	
  A	
  computer	
  which	
  
has	
  been	
  specifically	
  developped	
  and	
  designed	
  for	
  compu,ng	
  the	
  gravita,onal	
  term.	
  
Gravity	
  Pipe	
  (abbreviated	
  GRAPE)	
  is	
  a	
  project	
  which	
  uses	
  hardware	
  accelera,on	
  to	
  

perform	
  gravita,onal	
  computa,ons	
  (GRAPE,	
  GRAPE-­‐2,	
  GRAPE-­‐4	
  ,	
  GRAPE-­‐6…)	
  
P.	
  Hut,	
  J.	
  Makino	
  ….	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Gravity	
  Solver:	
  Direct	
  Methods	
  

Number	
  of	
  par,cles	
  used	
  in	
  N-­‐body	
  simula,ons	
  up	
  to	
  and	
  beyond	
  core	
  collapse,	
  as	
  a	
  func,on	
  of	
  year	
  
of	
  publica,on.	
  The	
  dot	
  labeled	
  Makino	
  refers	
  to	
  calcula,ons	
  using	
  the	
  GRAPE-­‐4.	
  The	
  circled	
  dot	
  
denotes	
  work	
  in	
  progress,	
  using	
  the	
  GRAPE-­‐6.	
  The	
  stars	
  indicate	
  predicted	
  years	
  of	
  publica,on	
  for	
  

runs	
  using	
  computers	
  that	
  are	
  currently	
  under	
  development	
  or	
  planned	
  to	
  be	
  built.	
  

An	
  amazing	
  exemple	
  oriented	
  to	
  study	
  stellar	
  dynamics:	
  A	
  computer	
  which	
  has	
  been	
  
specifically	
  developped	
  and	
  designed	
  to	
  computer	
  the	
  gravita,onal	
  term.	
  

Gravity	
  Pipe	
  (abbreviated	
  GRAPE)	
  is	
  a	
  project	
  which	
  uses	
  hardware	
  accelera,on	
  to	
  perform	
  
gravita,onal	
  computa,ons	
  (GRAPE,	
  GRAPE-­‐2,	
  GRAPE-­‐4	
  ,	
  GRAPE-­‐6…)	
  P.	
  Hut,	
  J.	
  Makino….	
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Gravity	
  Solver:	
  The	
  N2	
  -­‐	
  scaling	
  of	
  direct	
  summa>on	
  puts	
  serious	
  limita>ons	
  on	
  large	
  N.	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Two	
  approxima,ons	
  on	
  the	
  Gravita,onal	
  Poten,al:	
  
Mul,pole	
  Approxima,on	
  /	
  Harmonic	
  Approxima,on	
  

Tree	
  Method	
   Par>cle-­‐Mesh	
  Method	
  
It	
  consists	
  to	
  group	
  distant	
  par,cles	
  together,	
  and	
  use	
  
their	
  mul,pole	
  expansion.	
  The	
  gravita,onal	
  poten,al	
  	
  

is	
  approximated	
  by	
  mul>pole	
  expansion	
  

It	
  consists	
  to	
  develop	
  gravita,onal	
  poten,al	
  
on	
  harmonic	
  func,ons	
  (plane	
  waves,	
  

spherical	
  harmonics…)	
  

P3M	
  Method	
  

AP3M	
  Method	
  

AMR	
  Methods	
  
Structured	
  /	
  No-­‐Structured	
  

TREEPM	
  Method	
  
(Gadget)	
  

Fast	
  Mul,pole	
  Method	
  

…Other	
  Methods…	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

• 	
  Original	
  reference:	
  Barnes	
  &	
  Hut	
  1986,	
  Nature,	
  324,	
  
446-­‐449	
  
• 	
  The	
  simula,on	
  volume	
  is	
  usually	
  divided	
  up	
  into	
  
cubic	
  cells	
  via	
  an	
  octree	
  (in	
  a	
  three	
  dimensional	
  space),	
  
so	
  that	
  only	
  par,cles	
  from	
  nearby	
  cells	
  need	
  to	
  be	
  
treated	
  individually	
  (PP	
  interac,on),	
  and	
  par,cles	
  in	
  
distant	
  cells	
  can	
  be	
  treated	
  as	
  a	
  single	
  large	
  par,cle	
  
centered	
  at	
  its	
  center	
  of	
  mass	
  (or	
  as	
  low-­‐order	
  
mul,pole	
  expansion).	
  This	
  reduces	
  strongly	
  the	
  
number	
  of	
  partcile-­‐par,cle	
  interac,ons	
  that	
  must	
  be	
  
computed.	
  	
  
• Space	
  divided	
  recursively	
  into	
  a	
  hierarchy	
  of	
  cells.	
  The	
  
par,cles	
  are	
  organized	
  in	
  a	
  tree-­‐like	
  structure	
  based	
  upon	
  a	
  
cubical	
  decomposi,on	
  of	
  the	
  computa,onal	
  domain.	
  
Consequently,	
  for	
  each	
  par,cle	
  we	
  «	
  walk	
  the	
  tree	
  »	
  and	
  add	
  
the	
  forces	
  from	
  branchings	
  that	
  need	
  no	
  further	
  unfolding	
  into	
  

finer	
  branches	
  according	
  some	
  pre-­‐selected	
  «	
  opening	
  
criteria	
  »	
  	
  	
  

Gravity	
  Solver:	
  Tree	
  Method	
  

level	
  0	
  

level	
  1	
  

level	
  2	
  

level	
  3	
  

Oct-­‐tree	
  in	
  two	
  dimensions	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

• 	
  Original	
  reference:	
  Barnes	
  &	
  Hut	
  1986,	
  Nature,	
  
324,	
  446-­‐449	
  
• 	
  The	
  cell-­‐opening	
  criterion	
  is	
  used	
  to	
  determine	
  
whether	
  a	
  cell	
  is	
  sufficiently	
  distant	
  for	
  a	
  force	
  
evalua,on	
  via	
  mul,poles.	
  The	
  simplest	
  criterion	
  
is	
  based	
  on	
  an	
  opening	
  angle	
  parameter	
  θ.	
  We	
  
consider	
  a	
  cell	
  where	
  GC	
  is	
  the	
  geometric	
  center	
  
of	
  the	
  cell	
  and	
  CM	
  the	
  center	
  of	
  mass	
  of	
  the	
  cell.	
  
If	
  the	
  size	
  of	
  the	
  cell	
  is	
  l	
  and	
  the	
  distance	
  of	
  the	
  
par0cle	
  from	
  the	
  cell	
  center	
  of	
  mass	
  is	
  d	
  ,	
  the	
  
algorithm	
  accepts	
  the	
  cell	
  for	
  a	
  force	
  evalua0on	
  
if	
  l/d<	
  θ.	
  	
  Smaller	
  values	
  of	
  θ	
  lead	
  to	
  more	
  cell	
  
openings	
  and	
  more	
  accurate	
  forces.	
  

Gravity	
  Solver:	
  Tree	
  Method	
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Gravity	
  Solver:	
  Tree	
  Method	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

We	
  expand	
  

Use	
  hierarchical	
  mul>pole	
  expansion	
  to	
  account	
  for	
  distant	
  par,cle	
  groups	
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The	
  dipole	
  term	
  vanishes	
  when	
  summed	
  over	
  all	
  par,cles	
  in	
  the	
  group	
  

  

€ 

 y ≡  r -  s We	
  define	
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Gravity	
  Solver:	
  Tree	
  Method	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

For	
  a	
  single	
  force	
  evalua,on,	
  not	
  N	
  single-­‐par,cle	
  forces	
  need	
  to	
  be	
  computed,	
  but	
  only	
  
of	
  order	
  log(N)	
  mul,poles:	
  Nlog(N)	
  opera>ons.	
  
Bouchet	
  &	
  Hernquist	
  1988	
  and	
  Hernquist	
  et	
  al;	
  1991	
  extended	
  the	
  tree	
  code	
  for	
  the	
  
periodical	
  boundary	
  condi,ons	
  adapted	
  for	
  cosmological	
  simula,ons.	
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i
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The	
  mul>pole	
  moments	
  are	
  computed	
  for	
  each	
  node	
  of	
  the	
  tree	
  
Monopole	
  moment:	
  	
  

Quadrupole	
  tensor:	
  

Resul,ng	
  poten,al/force	
  approxima,on:	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Gravity	
  Solver:	
  Par>cle-­‐Mesh	
  Methods	
  

We	
  dis,nguish	
  a	
  con>nuous	
  space	
  where	
  the	
  par>cles	
  evolve	
  and	
  a	
  discrete	
  
space	
  (Grid)	
  where	
  is	
  computed	
  the	
  fields:	
  density,	
  poten,al	
  and	
  forces.	
  

4	
  Main	
  Steps:	
  at	
  each	
  >mestep.	
  

	
  From	
  the	
  par,cle	
  distribu,on,	
  we	
  compute	
  the	
  mass	
  density	
  
field	
  on	
  the	
  grid	
  

Solve	
  for	
  the	
  field	
  equa,on	
  (i.e.	
  Poisson	
  equa,on)	
  on	
  the	
  grid	
  
Poten,al	
  is	
  developped	
  on	
  harmonic	
  func,ons	
  (plane	
  wave)	
  

(Fourier	
  Transform)	
  

	
  Interpolate	
  the	
  force	
  back	
  to	
  the	
  par,cle	
  posi,on	
  

Move	
  the	
  par,cles	
  (Time	
  Integrator)	
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  From	
  the	
  par,cle	
  distribu,on,	
  we	
  compute	
  the	
  mass	
  density	
  field	
  on	
  the	
  grid:	
  	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Gravity	
  Solver:	
  Par>cle-­‐Mesh	
  Methods:	
  Density	
  assignment	
  

We	
  assign	
  to	
  each	
  par,cle	
  a	
  «	
  shape	
  »	
  S(x).	
  Then	
  to	
  each	
  mesh	
  cell	
  we	
  assign	
  	
  
the	
  frac,on	
  of	
  mass	
  that	
  «	
  falls	
  »	
  into	
  this	
  cell.	
  The	
  overlap	
  for	
  a	
  cell	
  is	
  given	
  by	
  

€ 

W ρ (xp − xi ) = S(xp − x)dxxi −Δx / 2

xi +Δx / 2
∫

The	
  total	
  charge	
  in	
  the	
  cell	
  is	
  

€ 

ρ i =
1
Δx

mp
p=1

N p

∑ W ρ (xp − xi )

Δx	
  

{xp}	
  is	
  the	
  set	
  of	
  discret	
  mesh	
  centres	
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Usual	
  par,cle	
  shape	
  func,ons	
  and	
  assignment	
  schemes	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
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Usual	
  par,cle	
  shape	
  func,ons	
  and	
  assignment	
  schemes	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

NGP	
  
(Nearest	
  Grid	
  Point)	
  

CIC	
  
(Cloud	
  in	
  Cell)	
  

Name	
   Shape	
  Func>on	
  S(x)	
   #	
  of	
  cells	
  
involved	
  

Proper>es	
  of	
  force	
  

Nearest	
  grid	
  point	
  	
  
(NGP)	
  

13=1	
   Piecewise	
  constant	
  
in	
  cells	
  

Clouds	
  in	
  cells	
  (CIC)	
   23=8	
   Piecewise	
  linear	
  
con,nuous	
  

Triangular	
  shaped	
  
clouds	
  (TSC)	
  

33=27	
   Con,nuous	
  for	
  
deriva,ve	
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The choice of interpolation scheme is a tradeoff  
between accuracy and computational expense: CIC / TSC 
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

€ 

∂ 2φ
∂x 2

∝ρ   - k 2 ˜ φ (k)∝ ˜ ρ (k)   Green Function :  G(k) = - 1
k 2

€ 

−
∂φ
∂x

= F   - ik ˜ φ (k) = ˜ F (k)   ˜ D (k) = -ik

The	
  inverse	
  Laplacian	
  operator	
  (-­‐1/k2)	
  is	
  replaced	
  by	
  a	
  finite	
  difference	
  approxima,on,	
  
(other	
  mul,plica,ve	
  factor	
  in	
  Fourier	
  space,	
  op,onnaly	
  including	
  an	
  an,-­‐aliasing	
  filter	
  is	
  possible),	
  

(Hockney	
  &	
  Eastwood	
  1980)	
  	
  
For	
  the	
  CIC	
  case,	
  the	
  finite	
  difference	
  approxima,on	
  is	
  iden,cal	
  to	
  tri-­‐linear	
  interpola,on.	
  	
  
The	
  same	
  assignment	
  func,on	
  needs	
  to	
  be	
  used	
  to	
  ensure	
  momentum	
  conserva,on	
  for	
  

the	
  interpola,on	
  force.	
  	
  

€ 

ρ iΔ x

2 = φ i+1 −2φ i +φ i−1    ˜ G (k) = -(Δ x

2 / 4)
sin 2 kΔ x

2
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⎝ 
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€ 

FiΔ x = −(φ i+1 −φ i−1)    ˜ D (k) = -i sin(kΔ x )
Δ x

Poten,al	
  is	
  developped	
  on	
  harmonic	
  func,ons	
  (plane	
  wave)	
  
(Fourier	
  Transform)	
  

(Instead	
  of	
  FFT,	
  Poisson	
  equa,on	
  with	
  Dirichlet	
  boundary	
  condi,ons	
  on	
  a	
  Cartesian	
  grid	
  can	
  be	
  solved	
  	
  
by	
  using	
  mul,grid	
  method	
  (Guillet	
  and	
  Teyssier	
  2011))	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Gravity	
  Solver:	
  Par>cle-­‐Mesh	
  Methods	
  

Advantages	
  of	
  the	
  PM-­‐scheme	
  

Method	
  is	
  very	
  fast:	
  O(Np)	
  +	
  O(Ng	
  log	
  Ng)	
  opera,ons	
  using	
  FFT	
  
Periodic	
  boundary	
  condi,ons	
  are	
  trivial	
  

Simple	
  to	
  write	
  and	
  «	
  parallelize	
  »	
  

This	
  method	
  has	
  been	
  extensively	
  tested	
  	
  
(Hockney	
  and	
  Eastwood	
  1980,	
  Melo=	
  1981,	
  Bouchet	
  et	
  al	
  1984,	
  Mellot	
  1997…).	
  	
  

These	
  authors	
  presented	
  a	
  detailed	
  theore,cal	
  analysis	
  of	
  this	
  method.	
  	
  
The	
  evalua,on	
  of	
  numerical	
  effects	
  due	
  to	
  the	
  presence	
  of	
  the	
  grid	
  	
  

can	
  be	
  accurately	
  performed	
  (resolu,on	
  ~	
  6Δx,	
  anisotropy	
  (CIC)	
  due	
  to	
  grid	
  	
  ~	
  2Δx)	
  

A	
  possible	
  extension	
  to	
  increase	
  the	
  dynamic	
  range	
  ?	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Gravity	
  Solver:	
  P3M:	
  Par>cle-­‐Par>cle/Par>cle-­‐Mesh	
  Methods	
  

P3M:	
  Par>cle	
  –	
  Par>cle	
  /	
  Par>cle	
  Mesh	
  (Efstathiou	
  et	
  al.	
  1985)	
  
•	
  Combines	
  par,cle-­‐par,cle	
  and	
  par,cle-­‐mesh	
  methods	
  
•	
  At	
  large	
  distances,	
  use	
  par,cle-­‐mesh	
  to	
  calculate	
  gravita,onal	
  poten,als	
  
•	
  Up	
  close,	
  force	
  computed	
  by	
  direct	
  summa,on	
  (N2	
  summa,on)	
  
Problem:	
  
MeloH	
  1997:	
  PP	
  Part,	
  Two-­‐body	
  sca=ering	
  in	
  simula,ons	
  violates	
  the	
  Poisson-­‐Vlasov	
  
equa,ons	
  (collisionless	
  hypothesis):	
  N>>1,	
  for	
  highly	
  clustered	
  configura,on,	
  the	
  PP	
  force	
  
dominates	
  the	
  CPU	
  ,me	
  in	
  the	
  P3M	
  scheme	
  

AP3M	
  scheme:	
  (Adap,ve	
  P3M)	
  Improves	
  the	
  P3M	
  method	
  by	
  using	
  addi,onal	
  subgrids	
  
at	
  regions	
  where	
  clustering	
  occurs	
  (like	
  APM,	
  but	
  with	
  addi,onal	
  par,cle-­‐par,cle	
  sum-­‐
ma,on)	
  (Couchman,	
  H.M.P.,	
  “Mesh	
  refined	
  P3M:	
  A	
  fast	
  adap>ve	
  N-­‐body	
  algorithm”,	
  
1991).	
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  of	
  LSS	
  forma,on	
  

•	
  Combine	
  tree	
  algorithm	
  and	
  par,cle-­‐mesh	
  algorithm:	
  
•	
  At	
  large	
  distances,	
  use	
  PM	
  to	
  calculate	
  ‘smooth’	
  contribu,on	
  to	
  gravita,onal	
  
poten,al	
  
•	
  At	
  small	
  distances	
  (<	
  2dx)	
  use	
  tree	
  to	
  calculate	
  local	
  neighbors’	
  contribu,ons	
  

•	
  Fast	
  and	
  efficient,	
  high	
  dynamic	
  range.	
  
•	
  Example	
  code:	
  N-­‐body	
  part	
  of	
  Gadget-­‐2	
  (Springel	
  2005,	
  MNRAS,	
  364,	
  1105)	
  
• 	
  Original	
  method	
  papers:	
  Xu	
  1995	
  (ApJS,	
  98,	
  355),	
  Bode	
  &	
  Ostriker	
  2003	
  (ApJS,	
  
145,	
  1)	
  

All	
  the	
  previous	
  combined	
  methods	
  (P3M,	
  AP3M,	
  TreePM)	
  are	
  high-­‐resolu,on	
  
N-­‐body	
  solvers	
  based	
  on	
  the	
  Par,cle	
  In	
  Cell	
  method	
  	
  

with	
  a	
  constant	
  (small	
  scale)	
  force	
  sokening:	
  

Adap,ve	
  force	
  sokening	
  ?	
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  can	
  we	
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  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Adap,ve	
  Refinement:	
  General	
  remarks	
  	
  
PANDORA	
  code:	
  Villumsen,	
  J.W.,	
  “A	
  New	
  Hierarchical	
  PM	
  Code	
  for	
  Very	
  Large	
  Scale	
  
Cosmological	
  N-­‐body	
  Simula,ons”,	
  ApJS,	
  71,	
  407,	
  (1989)	
  
ART	
  code:	
  Kravtsov,	
  A.V.,	
  Klypin,	
  A.A.,	
  Khokhlov,	
  A.M.,	
  “ART:	
  a	
  new	
  highresolu,on	
  
N-­‐body	
  code	
  for	
  cosmological	
  simula,ons”,	
  ApJS,	
  111,	
  73,	
  (1997)	
  
RAMSES	
  code:	
  R.	
  Teyssier,	
  Cosmological	
  hydrodynamics	
  with	
  adap,ve	
  mesh	
  refinement.	
  
a	
  new	
  high	
  resolu,on	
  code	
  called	
  RAMSES,	
  A&A	
  385	
  (2002)	
  337–364.	
  

• Mesh	
  is	
  refined	
  where	
  the	
  density	
  exceeds	
  a	
  given	
  threshold.	
  
Other	
  quan,ty	
  can	
  be	
  used	
  as	
  addi,onal	
  condi,on	
  for	
  refinement.	
  

• 	
  Refinement	
  field	
  defines	
  how	
  refinement	
  is	
  done.	
  

• Each	
  cell	
  can	
  be	
  split	
  into	
  8	
  new	
  cells,	
  each	
  having	
  twice	
  
smaller	
  size.	
  This	
  is	
  ideal	
  for	
  tracing	
  anisotropic	
  structures	
  such	
  
as	
  filaments.	
  
• 	
  Adjacent	
  cells	
  can	
  differ	
  not	
  more	
  than	
  by	
  one	
  level	
  
• 	
  Time-­‐step	
  decreases	
  by	
  factor	
  two	
  with	
  each	
  level	
  

1 parent cell 
6 neighboring parent cells 
8 children octs	
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Gravity	
  Solver:	
  AMR	
  Methods	
  

Refinement	
  in	
  Ramses	
  Code	
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  of	
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Gravity	
  Solver:	
  AMR	
  Methods	
  
Two	
  Main	
  Points.	
  

1.	
  We	
  have	
  to	
  solve	
  Poisson	
  equa,on	
  on	
  a	
  domain	
  with	
  boundary	
  condi,ons.	
  

2.	
  Time	
  stepping	
  has	
  to	
  be	
  adap,ve	
  at	
  each	
  grid	
  level	
  	
  

Firstly,	
  the	
  poten,al	
  on	
  boundary	
  condi>on	
  at	
  level	
  ℓ	
  is	
  deduced	
  from	
  level	
  ℓ	
  −	
  1	
  
through	
  a	
  linear	
  reconstruc,on.	
  
Secondly,	
  using	
  these	
  specific	
  boundary	
  condi,ons,	
  the	
  poten,al	
  can	
  be	
  computed	
  
using	
  any	
  efficient	
  relaxa>on	
  method.	
  In	
  RAMSES,	
  the	
  Gauss-­‐Seidel	
  (GS)	
  method	
  
with	
  Red-­‐Black	
  Ordering	
  and	
  Successive	
  Over	
  Relaxa>on	
  (Press	
  et	
  al.	
  1992)	
  is	
  used.	
  	
  
In	
  two	
  dimensions,	
  for	
  unit	
  mesh	
  spacing,	
  the	
  basic	
  GS	
  writes	
  as	
  

This	
  itera,on	
  is	
  applied	
  first	
  to	
  update	
  the	
  poten,al	
  for	
  “black”	
  cells	
  defined	
  by	
  i	
  
odd	
  and	
  j	
  odd	
  or	
  i	
  even	
  and	
  j	
  even,	
  and	
  then	
  to	
  update	
  the	
  poten,al	
  for	
  “red”	
  cells	
  
defined	
  by	
  i	
  odd	
  and	
  j	
  even	
  or	
  i.	
  € 

φ i, j

n+1 =
1
4
φ i+1, j

n +φ i−1, j

n +φ i, j+1

n +φ i, j−1

n( )− 14 ρ i, j
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  can	
  we	
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  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Gravity	
  Solver:	
  AMR	
  Methods	
  
N-­‐body	
  solver	
  with	
  Dirichlet	
  Boundary	
  condi>ons	
  

The	
  speed	
  of	
  the	
  algorithm	
  relies	
  on	
  the	
  correct	
  choice	
  for	
  both	
  ω	
  and	
  the	
  ini,al	
  guess	
  
φ0

i,j.	
  For	
  a	
  regular	
  (N	
  x	
  N)	
  cartesian	
  mesh,	
  the	
  op,mal	
  over-­‐relaxa,on	
  parameter	
  is	
  
known	
  to	
  be	
  (Press	
  et	
  al.	
  1992)	
  

€ 

ω ≈ 2
1+ απ

N( )[ ]
€ 

φ i, j

n +1 =ωφ i, j

n + (1−ω)φ i, j

n +1   with   1<ω < 2
Finally,	
  the	
  result	
  is	
  “over-­‐corrected”	
  using	
  the	
  so-­‐called	
  overrelaxa,on	
  parameter	
  ω	
  

where	
  α	
  =	
  1	
  for	
  Dirichlet	
  boundary	
  condi,ons	
  	
  
and	
  α	
  =	
  2	
  for	
  periodic	
  boundary	
  condi,ons.	
  

«	
  Let	
  us	
  consider	
  a	
  1283	
  coarse	
  grid,	
  completely	
  refined	
  in	
  a	
  2563	
  underlying	
  fine	
  grid.	
  
Solving	
  first	
  the	
  Poisson	
  equa0on	
  on	
  the	
  coarse	
  level	
  using	
  FFT,	
  the	
  solu0on	
  is	
  injected	
  to	
  
the	
  fine	
  grid	
  as	
  a	
  first	
  guess.	
  In	
  this	
  par0cular	
  example,	
  the	
  op0mal	
  over-­‐relaxa0on	
  
parameter	
  is	
  ω	
  ≃	
  1.9	
  (using	
  […]	
  α	
  =	
  2)	
  and	
  60	
  itera0ons	
  are	
  needed	
  to	
  damped	
  the	
  errors	
  
sufficiently	
  ».	
  (Ramses,	
  Teyssier	
  2002)	
  
«	
  Note	
  that	
  for	
  the	
  ART	
  code,	
  the	
  op0mal	
  value	
  was	
  found	
  to	
  be	
  ω	
  =	
  1.25	
  (Kravtsov	
  et	
  al.	
  
1997),	
  using	
  however	
  a	
  different	
  approach	
  to	
  set	
  up	
  boundary	
  condi0ons	
  ».	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Vlasov-­‐Poisson	
  is	
  a	
  Hamiltonian	
  system.	
  Vlasov	
  equa,on	
  can	
  be	
  wri=en	
  with	
  a	
  Poisson	
  
bracket	
  as	
  

Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  
How	
  to	
  choose	
  the	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  

€ 

∂f
∂t

+ f ,H{ } = 0

The	
  Hamitonian	
  structure	
  of	
  the	
  system	
  can	
  be	
  preserved	
  (Energy	
  Conserva,on)	
  in	
  the	
  
integra,on,	
  if	
  each	
  step	
  is	
  formulated	
  as	
  a	
  canonical	
  transforma,on.	
  Such	
  integra,on	
  
schemes	
  are	
  called	
  symplec,c.	
  

If	
  the	
  integra,on	
  scheme	
  introduces	
  non-­‐Hamiltonian	
  perturba,ons,	
  a	
  completely	
  
different	
  long-­‐term	
  behavior	
  results.	
  

  

€ 

H (  p i ,...,
 p N ,
 x i ,...,

 x N ) =
 p i

2

2mi

+
1
2

mim jφ(
 x i −
 x j )

ij
∑

i
∑

  

€ 

f ,H{ }≡
∂f
∂
 x i
∂H
∂
 p i
−
∂f
∂
 p i
∂H
∂
 x i

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

i
∑
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  of	
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  forma,on	
  

The	
  ,me	
  evolu,on	
  of	
  the	
  system	
  is	
  a	
  con,nuous	
  canonical	
  transforma,on	
  generated	
  by	
  the	
  	
  
Hamiltonian.	
  We	
  need	
  a	
  symplec>c	
  integrator.	
  

The	
  most	
  commonly	
  used	
  ,me	
  integra,on	
  scheme	
  for	
  N-­‐body	
  simula,ons	
  is	
  the	
  leapfrog	
  
method.	
  Leapfrog	
  scheme	
  is	
  a	
  symplec>c	
  integrator.	
  	
  

Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  
How	
  to	
  choose	
  the	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  

€ 

v
n+
1
2

= v
n−1
2

+ andt

xn+1 = xn + v
n+
1
2

dt

Leapfrog	
  integra,on	
  consists	
  to	
  upda,ng	
  posi,ons	
  	
  and	
  veloci,es	
  	
  at	
  interleaved	
  ,me	
  
points	
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  of	
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• 	
  Leapfrog	
  is	
  a	
  second	
  order	
  integrator	
  requiring	
  only	
  one	
  	
  costly	
  force	
  evalua,on	
  per	
  
,mestep	
  and	
  only	
  one	
  copy	
  of	
  the	
  physical	
  state	
  of	
  the	
  system.	
  	
  

This	
  is	
  par,cularly	
  beneficial	
  for	
  N-­‐body	
  simula,ons	
  where	
  the	
  cost	
  of	
  a	
  force	
  evalua,on	
  
is	
  very	
  expensive	
  and	
  memory	
  usage	
  is	
  oken	
  a	
  cri,cal	
  concern.	
  	
  

• 	
  The	
  force	
  field	
  in	
  an	
  N-­‐body	
  simula,on	
  is	
  not	
  very	
  smooth,	
  so	
  higher	
  order	
  does	
  not	
  
necessarily	
  mean	
  higher	
  accuracy	
  

• 	
  Leapfrog	
  method	
  is	
  ,me-­‐reversible.	
  One	
  can	
  integrate	
  forwrd	
  n	
  steps,	
  and	
  reverse	
  the	
  
direc,on	
  of	
  integra,on	
  and	
  integrate	
  backwards	
  n	
  steps	
  to	
  arrive	
  at	
  the	
  same	
  star,ng	
  

posi,on.	
  

Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  
How	
  to	
  choose	
  the	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  

From	
  empirical	
  point	
  of	
  view,	
  leap-­‐frog	
  scheme	
  has	
  other	
  advantages	
  over	
  	
  
other	
  methods.	
  	
  

With	
  leap	
  frog	
  integrator,	
  the	
  specific	
  proper,es	
  of	
  Hamiltonian	
  systems	
  will	
  be	
  preserve.	
  
A	
  symplec,c	
  integrator	
  conserves	
  phase	
  space	
  volume	
  and	
  has	
  no	
  spurious	
  dissipa,on.	
  
This	
  is	
  especially	
  important	
  in	
  self-­‐gravita,ng	
  systems	
  where	
  a	
  dissipa,on	
  ,me	
  scale	
  that	
  

is	
  linked	
  to	
  the	
  dynamical	
  ,me	
  can	
  lead	
  to	
  a	
  runaway	
  to	
  spuriously	
  large	
  densi,es.	
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Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  

What	
  happens	
  if	
  we	
  use	
  a	
  non-­‐symplec>c	
  >me	
  integrator	
  ?	
  
In	
  a	
  simple	
  case.	
  We	
  compare	
  the	
  integra,on	
  of	
  the	
  Kepler	
  Problem	
  	
  

(two	
  bodies	
  interact	
  by	
  a	
  central	
  force	
  that	
  varies	
  in	
  strength	
  as	
  the	
  inverse	
  square	
  of	
  
the	
  distance	
  r	
  between	
  them)	
  for	
  different	
  ,me	
  integrators	
  	
  

(symplec,c	
  and	
  non-­‐symplec,c).	
  	
  

€ 

k1 = f (yn )
k2 = f (yn + k1dt)

yn+1 = yn +
k1 + k2
2

⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ dt

Implicit mid point rule 
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  of	
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Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  
What	
  happens	
  if	
  we	
  use	
  a	
  non-­‐symplec>c	
  >me	
  integrator	
  ?	
  

€ 

k1 = f (yn ,tn )
k2 = f (yn + k1dt /2,tn + dt /2)
k3 = f (yn + k2dt /2,tn + dt /2)
k4 = f (yn + k3dt /2,tn + dt)

yn+1 = yn +
k1
6

+
k2
3

+
k3
3

+
k4
6

⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ dt
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Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  
What	
  happens	
  if	
  we	
  use	
  a	
  non-­‐symplec>c	
  >me	
  integrator	
  ?	
  Energy	
  Conserva>on	
  ?	
  



Jean-­‐Michel	
  ALIMI	
  

How	
  can	
  we	
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  simula,on	
  of	
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Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  
What	
  happens	
  if	
  we	
  need	
  adap>ve	
  >mestep	
  ?	
  

“DriO-­‐Kick-­‐DriO”	
  version	
  	
  

€ 

x
n+
1
2

= xn + vn
dt
2

vn+1 = vn + f (x
n+
1
2

)dt

xn+1 = x
n+
1
2

+ vn+1

dt
2

The	
  ,me-­‐step	
  scheme	
  is	
  no	
  more	
  symplec,c,	
  the	
  conserva,on	
  of	
  energy	
  is	
  lost	
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Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  
What	
  happens	
  if	
  we	
  need	
  adap>ve	
  >mestep	
  ?	
  

“Kick-­‐DriO-­‐Kick”	
  version	
  

€ 

v
n+
1
2

= vn + f (xn )
dt
2

xn+1 = xn + v
n+
1
2

dt

vn+1 = v
n+
1
2

+ f (xn+1)
dt
2

Going	
  to	
  KDK	
  reduces	
  the	
  error	
  by	
  a	
  factor	
  4,	
  at	
  the	
  same	
  cost	
  !	
  

See	
  THE	
  ASTRONOMICAL	
  JOURNAL,	
  118:2532-­‐2541,	
  1999	
  November,	
  Preto	
  &	
  Tremaine	
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Numerous	
  Method:	
  Time	
  Integrator	
  scheme	
  

KDK	
  stays	
  be=er	
  than	
  4th	
  order	
  Runge-­‐Kunta	
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Numerous	
  Method:	
  KDM	
  is	
  a	
  quasi	
  «	
  leap	
  frog	
  »	
  adap>ve	
  >me	
  step	
  scheme	
  

€ 

v
n+
1
2

= vn −∇φn

dtn
2

xn+1 = xn + v
n+
1
2

dtn

vn+1 = v
n+
1
2

−∇φn+1

dtn
2

It	
  reduces	
  exactly	
  to	
  the	
  second	
  order	
  leapfrog	
  scheme	
  for	
  constant	
  ,me	
  steps	
  

It	
  is	
  implemented	
  in	
  AMR	
  Codes	
  (Ramses,	
  ART)	
  

That	
  plays	
  the	
  role	
  of	
  a	
  corrector	
  step	
  

posi,ons	
  and	
  veloci,es	
  are	
  updated	
  first	
  by	
  
a	
  predictor	
  step	
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What	
  is	
  the	
  shape	
  of	
  the	
  ini,al	
  fluctua,ons	
  ?	
  This	
  ques,on	
  is	
  related	
  to	
  the	
  physics	
  of	
  the	
  
primordial	
  universe	
  and	
  the	
  cosmic	
  microwave	
  background	
  physics.	
  

How	
  is	
  the	
  amplitude	
  of	
  the	
  ini,al	
  fluctua,ons	
  fixed	
  in	
  a	
  cosmological	
  simula,on	
  ?	
  We	
  
could	
  answer	
  to	
  this	
  ques,on	
  by	
  using	
  linear	
  theory	
  and	
  observa,ons.	
  

How	
  does	
  one	
  generate	
  the	
  ini,al	
  background	
  of	
  par,cles	
  in	
  a	
  cosmological	
  simula,on	
  ?	
  

How	
  does	
  one	
  generate	
  the	
  ini,al	
  posi,ons	
  and	
  veloci,es	
  of	
  par,cles	
  in	
  a	
  cosmological	
  
simula,on	
  in	
  agreement	
  with	
  the	
  cosmological	
  ini,al	
  condi,ons	
  fixed	
  by	
  Observa,ons	
  or	
  
Theory	
  ?	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>ons	
  

We	
  need	
  to	
  answer	
  four	
  ques,ons.	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>ons	
  
What	
  is	
  the	
  shape	
  of	
  the	
  ini,al	
  fluctua,ons	
  ?	
  	
  

The	
  forma,on	
  of	
  cosmic	
  structures	
  is	
  seen	
  as	
  a	
  stochas,c	
  process.	
  The	
  most	
  oken	
  this	
  
process	
  is	
  supposed	
  Gaussian.	
  As	
  long	
  as	
  the	
  fluctua,ons	
  are	
  linear,	
  the	
  power	
  spectrum	
  
is	
  only	
  necessary	
  to	
  generate	
  a	
  possible	
  realiza,on	
  of	
  such	
  a	
  process	
  (The	
  extension	
  to	
  non-­‐
Gaussian	
  case	
  is	
  possible).	
  
The	
  accurate	
  computa,on	
  of	
  the	
  power	
  spectrum	
  is	
  obtained	
  by	
  taking	
  into	
  account	
  the	
  
physics	
  of	
  the	
  early	
  universe	
  and	
  the	
  linear	
  growth	
  of	
  perturba,ons	
  during	
  the	
  era	
  
dominated	
  by	
  the	
  radia,on	
  (CAMB	
  or	
  CMBFAST).	
  The	
  cosmological	
  parameters	
  
determines	
  the	
  shape	
  of	
  the	
  power	
  spectrum.	
  

€ 

P(k,z) = A(z)k nT 2 (k,z)
• 	
  A(z)	
  amplitude	
  is	
  determined	
  observa,onally	
  	
  
• 	
  kn	
  is	
  the	
  primordial	
  power	
  spectrum	
  (early	
  
universe,	
  infla,on)	
  
• 	
  T(k,z)	
  is	
  the	
  transfert	
  func,on:	
  contents	
  of	
  the	
  
Universe	
  and	
  physics	
  of	
  the	
  CMB	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>ons	
  
What	
  is	
  the	
  amplitude	
  of	
  the	
  ini,al	
  fluctua,ons	
  ?	
  	
  

To	
  determine	
  the	
  power	
  spectrum	
  amplitude,	
  we	
  normalize	
  the	
  spectrum	
  to	
  observa,ons	
  
of	
  clustering	
  (CMB,	
  galaxy	
  clusters…)	
  

The	
  filtered	
  density	
  field:	
  

Observa,onal	
  input:	
  

Extrapolate	
  back	
  to	
  the	
  star,ng	
  redshik	
  with	
  the	
  linear	
  growth	
  factor	
  D(z).	
  This	
  depends	
  
on	
  cosmology.	
  

Fluctua,on	
  spectrum	
  of	
  ini,al	
  condi,ons	
  is	
  fully	
  specified.	
  

€ 

σ 2 (R,z) = D
+

2 (z) dk
2π 2

k 2P(k) 3 j1(kR)
kR

⎡ 
⎣ ⎢ 

⎤ 
⎦ ⎥ 0

∞

∫
2

€ 

σ 8 = 0.66−0.9    R = 8h -1Mpc
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>ons	
  
The	
  Ini>al	
  background	
  

To	
  create	
  one	
  «	
  realiza,on	
  »	
  of	
  the	
  perturba,on	
  spectrum,	
  we	
  need	
  a	
  model	
  for	
  an	
  
unperturbed	
  density	
  field	
  (homogeneous)	
  

POISSON	
  /	
  QUIET	
  START	
  /	
  GLASS	
  

Introduce	
  some	
  sta,s,cal	
  noise:	
  white	
  noise,	
  k-­‐linear	
  noise	
  on	
  cell	
  scale	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>ons	
  
Power	
  spectrum:	
  a	
  perturbated	
  background	
  

In	
  the	
  linear	
  regime,	
  the	
  Zeldovich	
  approxima,on	
  reduces	
  to	
  	
  

Using	
  the	
  Zeldovich	
  approxima,on,	
  the	
  density	
  fluctua,ons	
  are	
  converted	
  to	
  displacements	
  
of	
  the	
  unperturbed	
  par,cle	
  load	
  

Zeldovich	
  approxima>on	
  	
  (Zeldovich	
  1970)	
  
•	
  A	
  first-­‐order	
  (linear)	
  Lagrangian	
  collapse	
  model.	
  It	
  can	
  be	
  can	
  be	
  expressed	
  by	
  one	
  
equa,on:	
  

  

€ 

 x ( q ,t) =
 q + D

+
(t)  p ( q )

 v ( q ,t) =
 ˙ x ( q ,t) = ˙ D 

+
(t)  p ( q )

Where	
  q	
  is	
  the	
  ini,al	
  posi,on	
  of	
  a	
  par,cle	
  in	
  N-­‐body	
  simula,ons	
  and	
  x(q,t)	
  is	
  its	
  posi,on	
  at	
  
,me	
  t.	
  D+(t)	
  is	
  the	
  linear	
  growth	
  func,on,	
  p(q)	
  is	
  a	
  0me-­‐independent	
  displacement	
  vector.	
  

The	
  Zeldovich	
  approxima,on	
  works	
  well	
  up	
  to	
  δ∼1,	
  where	
  Eulerian	
  linear	
  perturba,on	
  
theory	
  breaks	
  down.	
  

  

€ 

δ(t) ≈ D
+
(t)
 
∇ . p ( q )⇒

 
∇ . v = − ˙ δ (t)
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Note:	
  the	
  Zel’dovich	
  approxima,on	
  has	
  incorrect	
  second-­‐	
  and	
  higher-­‐order	
  growth	
  rates:	
  it’s	
  worth	
  
considering	
  higher-­‐order	
  approxima,on	
  methods	
  if	
  you	
  are	
  doing	
  something	
  par,cularly	
  
sensi,ve	
  to	
  this	
  (Crocce	
  et	
  al.	
  2006,	
  MNRAS,	
  373,	
  369).	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

We	
  generate	
  the	
  Fourier	
  transform	
  of	
  the	
  overdensity	
  fields	
  

  

€ 

δ  
k 

= δ  
k 
exp(iθ  

k 
)

  

€ 

δ  
k 

= D
+
(z) −2P(k,z = 0) ln x

θ  
k 

= 2πy
Where	
  x	
  and	
  y	
  are	
  random	
  numbers	
  uniformy	
  distributed	
  in	
  [0,1]	
  

Inverse	
  Fourier	
  transform	
  to	
  get	
  the	
  real	
  space	
  density	
  fluctua,on	
  	
     

€ 

δn = δ( x n )
To	
  get	
  the	
  velocity	
  field	
  and	
  consequently	
  the	
  displacement	
  field,	
  and	
  then	
  posi,ons	
  
and	
  veloci,es	
  for	
  the	
  par,cles,	
  we	
  use	
  the	
  linear	
  approxima,on	
  	
  for	
  the	
  (no-­‐rota,onal)	
  
velocity	
  field	
  	
  

  

€ 

v 
k 

=
i
 
k 

k 2

˙ D 
+

D
+

δ  
k 

Genera>on	
  of	
  Ini>al	
  Condi>ons	
  
Power	
  spectrum:	
  a	
  perturbated	
  background	
  

  

€ 

FFT −1 to get  v n =
 v ( x n )
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Examples	
  for	
  Numerical	
  
simula>ons	
  of	
  Dark	
  Universe	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Numerical	
  Simula>on	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe:	
  A	
  first	
  illustra>on.	
  

Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on:	
  ΛCDM	
  vs	
  RPCDM	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Numerical	
  Simula>on	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe:	
  A	
  first	
  illustra>on.	
  

DEUS	
  Full	
  Universe	
  Run:	
  ΛCDM	
  WMAP7	
  (Zoom	
  on	
  the	
  biggest	
  Halo	
  in	
  the	
  Simula,on)	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Numerical	
  Simula>on	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe:	
  A	
  first	
  illustra>on.	
  

Aquarius	
  Project:	
  Inside	
  an	
  Halo(	
  h=p://www.mpa-­‐garching.mpg.de/aquarius/)	
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Numerical	
  simula>ons	
  of	
  Dark	
  Universe:	
  	
  
Other	
  Aspects	
  

Analysis	
  Techniques	
  –	
  Numerical	
  Limita>ons	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
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• 	
  Cosmics	
  structures	
  forma,on	
  
models	
  are	
  stochas,cs:	
  The	
  ini,al	
  
condi,ons	
  are	
  random	
  (with	
  well-­‐
specified	
  sta,s,cal	
  proper,es),	
  and	
  

their	
  evolu,on	
  is	
  chao,c.	
  
• 	
  No	
  realis,c	
  model	
  would	
  claim	
  to	
  

predict	
  the	
  exact	
  structures	
  we	
  see	
  in	
  
our	
  Universe;	
  at	
  best,	
  theorists	
  can	
  
hope	
  to	
  construct	
  models	
  of	
  the	
  
Universe	
  that	
  look	
  like	
  the	
  «	
  real	
  
world	
  ».	
  But	
  how	
  is	
  this	
  vague	
  test	
  

quan,fied?	
  Many	
  sta,s,cs	
  have	
  been	
  
devised	
  for	
  this	
  purpose.	
  	
  

• 	
  These	
  imply	
  also	
  heavy	
  numerical	
  
developments.	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Cosmological	
  Simula>ons:	
  Analysis	
  Techniques	
  

	
  Ed.	
  Bertschinger,	
  Annu.	
  Rev.	
  
Astron.	
  Astrophys.	
  1998.	
  36:599–
654	
  

Today,	
  the	
  list	
  is	
  longer	
  s,ll….	
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In	
  purely	
  gravita,onal	
  N-­‐body	
  simula,ons	
  of	
  structure	
  forma,on,	
  the	
  numerical	
  issues	
  
include	
  dynamic	
  range,	
  force	
  accuracy,	
  and	
  ,me	
  integra,on	
  accuracy.	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Numerical	
  Limita>ons	
  and	
  Robustness	
  of	
  the	
  Results	
  ?	
  Personal	
  point	
  of	
  View.	
  	
  

For	
  example,	
  what	
  does	
  it	
  happens	
  when	
  the	
  spa,al	
  resolu,on	
  is	
  modified	
  ?	
  Does	
  it	
  exist	
  
a	
  numerical	
  convergence	
  ?	
  	
  Can	
  we	
  say	
  that	
  for	
  a	
  given	
  accuracy	
  on	
  a	
  specific	
  observable	
  
if	
  the	
  number	
  of	
  compu,ng	
  points	
  needed	
  has	
  well	
  been	
  reached	
  ?	
  Di=o	
  for	
  mass	
  
resolu,on,	
  ,me-­‐step	
  resolu,on,	
  random	
  phases	
  selec,on…	
  for	
  any	
  observable	
  quan,,es.	
  

Four	
  dis,nct	
  kinds	
  of	
  dynamic	
  range	
  are	
  needed	
  for	
  a	
  faithful	
  simula,on:	
  ,me	
  integra,on	
  
accuracy,	
  mass	
  resolu,on	
  (number	
  of	
  par,cles),	
  ini,al	
  power	
  spectrum	
  sampling	
  (range	
  of	
  
wavenumbers	
  present	
  in	
  the	
  ini,al	
  condi,ons),	
  and	
  spa,al	
  resolu,on	
  (force-­‐sokening	
  
length	
  compared	
  with	
  box	
  size).	
  

Each	
  aspects	
  can	
  be	
  tested	
  separately,	
  numerous	
  tests	
  exists	
  which	
  combine	
  these	
  effects	
  
for	
  some	
  simple	
  cases,	
  simple	
  geometry...	
  	
  	
  

But	
  there	
  is	
  no	
  complete	
  	
  theory	
  of	
  numerical	
  effects	
  in	
  a	
  cosmological	
  context.	
  	
  

A	
  good	
  method	
  for	
  evalua,ng	
  the	
  accuracy	
  of	
  any	
  numerical	
  results,	
  consist	
  to	
  check	
  for	
  a	
  
specific	
  observable	
  (correla,on	
  func,on,	
  power	
  spectrum…)	
  the	
  numerical	
  convergence	
  
when	
  one	
  considers	
  different	
  mass	
  resolu,on,	
  spa,al	
  resolu,on…	
  



Jean-­‐Michel	
  ALIMI	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Numerical	
  Limita>ons	
  and	
  Robustness	
  of	
  the	
  Results	
  ?	
  Bulk	
  Flow	
  

  

€ 

 v bulk (R) =
1

N part ,r<R

 v i
i

N part ,r< R

∑
  

€ 

 v bulk (R,z) =
1
2π 2

k 3Pv (k,z)W(kR)2d ln k
0

∞

∫ =
1
2π 2

k 3 f (z)2

k 2
Pδ (k,z = 0)W(kR)2d ln k

0

∞

∫

€ 

Δ v

2 (k) =
1
2π 2

k 3Pv (k)

While	
  es,ma,ng	
  the	
  density	
  fluctua,ons	
  on	
  linear	
  scales	
  depend	
  weakly	
  on	
  the	
  box	
  size,	
  at	
  
the	
  opposite,	
  the	
  numerical	
  es,mate	
  of	
  the	
  bulk	
  flow	
  is	
  strongly	
  dependent	
  on	
  the	
  box	
  size	
  

According	
  the	
  observable	
  quan,ty	
  the	
  numerical	
  effects	
  can	
  be	
  very	
  different	
  



Jean-­‐Michel	
  ALIMI	
  

Numerical	
  simula>ons	
  and	
  Supercomputers	
  
Paralleliza>on	
  –	
  Architecture	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
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To	
  higher	
  mass	
  and	
  spa>al	
  resolu>ons	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

The	
  number	
  of	
  par,cles	
  and	
  the	
  size	
  of	
  simula,on	
  volume	
  are	
  dictated	
  by	
  the	
  available	
  
computa,onal	
  resources	
  and	
  methods	
  of	
  paralleliza,on	
  

The	
  most	
  powerful	
  
computer	
  are	
  now	
  

parallel	
  supercomputer.	
  
A	
  parallel	
  	
  supercom-­‐
puter	
  is	
  mul,ple-­‐

processor	
  computer	
  
system	
  with	
  large	
  
memory	
  capacity	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Two	
  Methods	
  of	
  paralleliza,on	
  according	
  to	
  the	
  architecture	
  of	
  the	
  supercomputer	
  

Parallel	
  programming	
  involves	
  two	
  major	
  difficul,es	
  in	
  addi,on	
  to	
  the	
  task	
  of	
  solving	
  the	
  
numerical	
  problem	
  in	
  a	
  serial	
  code.	
  First,	
  there	
  is	
  the	
  difficulty	
  of	
  how	
  to	
  divide	
  the	
  work	
  and	
  
data	
  evenly	
  among	
  the	
  processors,	
  and	
  second,	
  an	
  efficient	
  communica,on	
  scheme	
  
between	
  the	
  processors	
  needs	
  to	
  be	
  devised.	
  

OpenMP	
  needs	
  computer	
  with	
  shared	
  
memory.	
  This	
  memory	
  refers	
  to	
  a	
  large	
  block	
  
of	
  random	
  access	
  memory	
  (RAM)	
  that	
  can	
  be	
  
accessed	
  by	
  several	
  different	
  central	
  
processing	
  units	
  (CPUs)	
  in	
  a	
  mul,ple-­‐
processor	
  computer	
  system.	
  

MPI	
  works	
  on	
  distributed	
  memory	
  (in	
  general	
  much	
  
more	
  memory	
  available)	
  system.	
  Distributed	
  memory	
  
refers	
  to	
  a	
  mul,ple-­‐processor	
  computer	
  system	
  in	
  
which	
  each	
  processor	
  has	
  its	
  own	
  private	
  memory.	
  
Computa,onal	
  tasks	
  can	
  only	
  operate	
  on	
  local	
  data,	
  
and	
  if	
  remote	
  	
  data	
  is	
  required,	
  the	
  computa,onal	
  
task	
  must	
  communicate	
  with	
  one	
  or	
  more	
  remote	
  
processors.	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

The	
  Message	
  Passing	
  Interface	
  (MPI)	
  is	
  an	
  explicit	
  communica,on	
  scheme,	
  i.e.	
  it	
  is	
  en,rely	
  up	
  
to	
  the	
  user	
  to	
  control	
  the	
  communica,on.	
  	
  

Message	
  Passing	
  Interface	
  

A	
  par,cular	
  advantage	
  of	
  MPI	
  is	
  its	
  flexibility	
  and	
  portability.	
  	
  

MPI	
  and	
  OpenMP	
  
Each	
  MPI	
  task	
  can	
  use	
  many	
  OpenMP	
  threads.	
  So,	
  a	
  task	
  is	
  not	
  necessarily	
  mapped	
  on	
  a	
  core	
  
or	
  a	
  processor,	
  but	
  oken	
  it	
  does.	
  
Aker	
  ini,aliza,on	
  each	
  MPI	
  task	
  gets	
  its	
  unique	
  id	
  (rank).	
  All	
  MPI	
  tasks	
  are	
  equal.	
  For	
  
programming	
  purposes	
  it	
  is	
  convenient	
  to	
  name	
  the	
  rank=0	
  task	
  as	
  root	
  and	
  use	
  it	
  differently.	
  
Root	
  (and	
  some	
  other	
  tasks)	
  can	
  be	
  allocated	
  to	
  different	
  compute	
  nodes	
  with	
  larger	
  
memory.	
  
Exchange	
  of	
  data	
  between	
  tasks	
  is	
  done	
  by	
  library	
  calls.	
  

Messages	
  containing	
  data	
  can	
  be	
  sent	
  between	
  processors,	
  both	
  in	
  synchronous	
  
(safer)	
  and	
  asynchronous	
  modes.	
  	
  

There	
  are	
  collec>ve	
  communica>ons	
  and	
  Point-­‐to-­‐Point	
  (safer)	
  Communica>ons.	
  

There	
  are	
  blocking	
  (safer)	
  and	
  no-­‐blocking	
  instruc>ons.	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

First	
  Point:	
  Domain	
  decomposi>on	
  for	
  parallel	
  compu>ng	
  

Numerous	
  schemes	
  of	
  dynamic	
  par,,oning	
  are	
  possible	
  

-­‐	
  Column,	
  row	
  or	
  plane	
  major	
  (PM)	
  
-­‐ 	
  Morton	
  curves	
  
-­‐ 	
  Peano-­‐Hilbert	
  curves	
  
-­‐	
  User	
  defined	
  (angular,	
  column+	
  PH…)	
  (geometry	
  of	
  the	
  dynamics)	
  

Load	
  	
  Balancing:	
  Dynamic	
  par,oning	
  is	
  performed	
  every	
  N	
  steps	
  by	
  sor,ng	
  
each	
  cell	
  along	
  chosen	
  ordering	
  and	
  redistribu,ng	
  the	
  mesh	
  across	
  
processors.	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

First	
  Point:	
  Domain	
  decomposi>on	
  for	
  parallel	
  compu>ng	
  

Is	
  there	
  an	
  op>mal	
  load	
  balancing	
  strategy	
  ?	
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An	
  example:	
  Domain	
  decomposi>on	
  for	
  parallel	
  compu>ng	
  in	
  AMR	
  Code	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Parallel	
  compu,ng	
  using	
  the	
  MPI	
  library	
  with	
  a	
  domain	
  decomposi,on	
  based	
  on	
  the	
  Peano-­‐
Hilbert	
  curve	
  	
  

Advantages:	
  	
  
• 	
  Peano-­‐Hilbert	
  curve	
  is	
  a	
  space-­‐filling	
  
curve.	
  
• 	
  Two	
  par,cles	
  close	
  in	
  space	
  are	
  close	
  
on	
  the	
  Peano-­‐Hilbert	
  curve	
  and	
  
therefore	
  have	
  close	
  ident	
  
• 	
  Algorithm	
  inspired	
  by	
  gravity	
  solvers	
  
(originally	
  implemented	
  on	
  tree	
  codes).	
  
• 	
  tested,	
  opera,onal	
  effec,ve	
  for	
  large	
  
and	
  complex	
  problem	
  size.	
  

Disadvantage:	
  
• 	
  Unintui,ve	
  and	
  Unnatural	
  for	
  a	
  
exterior	
  user.	
  It	
  needs	
  to	
  re-­‐write	
  the	
  
resul,ng	
  data	
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An	
  example:	
  Domain	
  decomposi>on	
  for	
  parallel	
  compu>ng	
  in	
  AMR	
  Code	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Parallel	
  compu,ng	
  using	
  the	
  MPI	
  library	
  with	
  a	
  domain	
  decomposi,on	
  based	
  on	
  the	
  Peano-­‐
Hilbert	
  curve	
  

How	
  does	
  it	
  proceed	
  the	
  load	
  balancing	
  ?	
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Numerical	
  simula>ons	
  of	
  Dark	
  Universe:	
  	
  
Performances	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
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How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Cosmological	
  N-­‐body	
  simula,ons	
  have	
  grown	
  rapidly	
  in	
  size	
  over	
  the	
  last	
  three	
  decades	
  

Numerical	
  Simula>ons	
  of	
  Dark	
  Universe:	
  Performances	
  

Computers	
  double	
  their	
  speed	
  every	
  18	
  months	
  (Moore's	
  law)	
  N-­‐body	
  simula,ons	
  have	
  doubled	
  their	
  
size	
  every	
  16	
  months.	
  Recently,	
  growth	
  has	
  accelerated	
  further.	
  

106	
  1month	
  for	
  PP,	
  	
  
1010	
  10	
  millions	
  	
  Ye	
  for	
  PP	
  

a	
  ”Moore”-­‐like	
  law	
  with	
  an	
  
increasing	
  factor	
  of	
  2	
  every	
  
18	
  months	
  underes,mates	
  
the	
  accelera,on	
  of	
  state-­‐
of-­‐the-­‐art	
  cosmological	
  N-­‐
body	
  simula,ons.	
  	
  
The	
  mean	
  evolu,on	
  of	
  the	
  
simula,on	
  size	
  is	
  taken	
  
from	
  Springel	
  et	
  al.	
  2005.	
  It	
  
is	
  linear	
  in	
  logarithmic	
  
space,	
  increasing	
  by	
  a	
  
factor	
  of	
  10	
  every	
  4.55	
  
years.	
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Larger	
  sta>s>cs	
  and	
  rare	
  events	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

Numerical	
  Simula>ons	
  of	
  Dark	
  Universe:	
  Performances	
  

Larger	
  volume	
  	
  

Larger	
  is	
  the	
  volume,	
  smaller	
  is	
  the	
  sta,s,cal	
  error	
  (simple	
  variance)	
  in	
  the	
  measured	
  
power	
  spectrum	
  

€ 

σ (k)∝ 1
Nk

∝
Δk
k

⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 
2

∝
1

kLBox

Nk	
  is	
  the	
  number	
  of	
  independant	
  Fourier	
  modes	
  used	
  for	
  es,ma,ng	
  the	
  Power	
  spectrum.	
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Cosmological	
  consor>a:	
  Grand	
  Challenge	
  Simula>on.	
  

How	
  can	
  we	
  perform	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  LSS	
  forma,on	
  

«	
  Virgo	
  »	
  (Millenium	
  1,	
  2,	
  XXL,	
  UK,	
  Germany…),	
  	
  
«	
  Horizon	
  Run	
  »	
  (Canada,	
  Korea,	
  USA),	
  	
  
«	
  MICE	
  »	
  (Spain	
  ICE,	
  UK,	
  Germany)	
  
«	
  Bolchoi	
  »	
  (Nuevo	
  Mexico	
  USA,	
  Santa	
  Cruz	
  USA,	
  Potsdam	
  Germany)	
  
«	
  Cosmic	
  Emulators	
  »	
  (Coyote	
  Simula,on,	
  Los	
  Alamos,	
  UC	
  Berkeley,	
  ICC	
  Barcelona	
  Spain)	
  
….	
  
Brasil	
  ?	
  South	
  America	
  

«	
  DEUS	
  »	
  (Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula>on)	
  (www.deus-­‐consor>um.org)	
  

The	
  goal	
  of	
  the	
  DEUS	
  project	
  (Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on)	
  is	
  to	
  inves,gate	
  the	
  
imprints	
  of	
  dark	
  energy	
  on	
  cosmic	
  structure	
  forma,on	
  through	
  high-­‐performance	
  
numerical	
  simula,ons:	
  	
  

	

ΛCDM	
  ,	
  DE	
  dynamical	
  models.	
  	
  
	
  Realis>c	
  Models	
  and	
  Toys	
  Models	
  
	
  DEUS	
  Series,	
  DEUS	
  Full	
  Universe	
  Run	
  
	
  …DEUS	
  Mul0-­‐Fluids…	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  

• 	
  The	
  Cosmic	
  expansion	
  is	
  accelerated	
  

• 	
  What	
  is	
  the	
  nature	
  of	
  the	
  Dark	
  Energy	
  that	
  drives	
  	
  
this	
  accelera,on	
  ?	
  Probably,	
  the	
  most	
  challenging	
  	
  
problem	
  in	
  Cosmology,	
  in	
  Physics.	
  

• 	
  How	
  can	
  we	
  dis,nguish	
  between	
  DE	
  Models	
  ?	
  

• 	
  What	
  can	
  we	
  learn	
  on	
  DE	
  from	
  LSS	
  Forma,on	
  ?	
  	
  
/	
  	
  

• 	
  How	
  LSS	
  forma,on	
  process	
  is	
  affected	
  by	
  the	
  	
  
presence	
  of	
  Dark	
  Energy	
  	
  

Developping	
   the	
   largest	
   cosmological	
   DM	
   simula>ons	
   to	
   date	
   with	
   realis>c	
   DE	
  
component,	
  involving	
  billions	
  of	
  par>cules,	
  highest	
  spa>al	
  resolu>on	
  for	
  the	
  largest	
  
set	
  of	
  simulated	
  Universe,	
  our	
  challenge	
  is	
  to	
  reproduce	
  with	
  unprecedented	
  details	
  
the	
  cosmic	
  structure	
  forma>on	
  process	
  and	
  answer	
  to	
  these	
  fundamental	
  ques>ons	
  
both	
  from	
  theore>cal	
  point	
  of	
  view	
  and	
  by	
  providing	
  useful	
  results	
   for	
  the	
  present	
  
and	
  future	
  cosmological	
  surveys	
  as	
  SDSS,	
  Planck,	
  DES,	
  Euclid,	
  …	
  DEUS	
  Series	
  

DEUS	
  Full	
  Universe	
  Runs:	
  The	
  first-­‐ever	
  full	
  observable	
  Universe	
  Simula>ons:	
  	
  
ΛCDM	
  ,	
  DE	
  dynamical	
  models.	
  DEUS	
  FUR	
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• 	
  Constraints	
  on	
  Ωm	
  et	
  Ω(Λ,Q)	
  from	
  Union	
  SNe	
  Ia	
  data	
  set	
  (Kowalski	
  et	
  al	
  2008)	
  
• 	
  Constraints	
  on	
  Ωb,ΩCDM,σ8	
  from	
  WMAP5	
  (Komatsu	
  et	
  al	
  2008).	
  

Conclusion	
  Low	
  slope,	
  Ωmh2	
  slightly	
  lower	
  than	
  in	
  ΛCDM	
  

Likelihood	
  analysis	
  of	
  the	
  combined	
  SNIa	
  UNION	
  dataset	
  and	
  WMAP	
  data.	
  
Flat	
  Universe,	
  CAMB	
  modified	
  to	
  take	
  into	
  account	
  δQ	
  clustering.	
  	
  

RPCDM	
   SUCDM	
  

Dolag	
  et	
  al	
  2004	
  

Maio	
  et	
  al	
  2006	
  

Klypin	
  et	
  al	
  2003	
  

Realis,c	
  Models	
  
(DEUSS)	
  	
  

(Alimi	
  et	
  al	
  2010)	
  

•  ΛCDM	
  vs	
  QCDM’s:	
  frozen	
  vs	
  dynamical	
  DE	
  

• 	
  RPCDM	
  vs	
  SUCDM:	
  varying	
  w(z)	
  (/w	
  constant)	
  

DEUS:	
  Realis,c	
  Quintessence	
  Models:	
  From	
  Observa,onal	
  Data	
  to	
  Cosmological	
  Parameters	
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1 and 2σ likelihood contours in the  
w-Ωm (top panel) and w-σ8 (bottom panel) 

planes respectively.  
The solid lines corresponds to 

marginalized limits from WMAP7-yr data, 
 while the red-yellow contours in the top 

panel are from the UNION dataset.  
The symbols corresponds to  

RPCDM (+), ΛCDM-W7 (x) and wCDM (o). 

With	
  this	
  choice	
  of	
  cosmological	
  parameters	
  
the	
  two	
  non-­‐standard	
  dark	
  energy	
  models	
  

exhibit	
  a	
  linear	
  growth	
  of	
  the	
  density	
  
perturba,ons	
  that	
  is	
  specular	
  rela,ve	
  to	
  that	
  

of	
  the	
  concordance	
  model.	
  

DEUS:	
  Realis,c	
  Models	
  for	
  DEUS	
  FUR	
  

From	
  Observa>onal	
  Data	
  to	
  Cosmological	
  Parameters	
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Flat Universe  ΩΛ,Q=1-Ωm 

Realistic Models: Cosmological parameters table: DEUS 

Parameters	
   ΛCDM	
   RPCDM	
   SUCDM	
   W’CDM	
  

H0 (km/s/Mpc) 	
   72	
   72	
   72	
   72	
  

Ωcdm	
   0.26	
  	
   0.23	
   0.25	
   0.275	
  

Ωbh2	
   0.02273	
   0.02273	
   0.2273	
   0.2258	
  

σ8
lin	
   0.8	
   0.66	
   0.73	
   0.852	
  

α	

 0	
   0.5	
   1	
   /	
  

λ(eV) 2.4	
  x	
  10-­‐3	
   4.9	
   2.1	
  x	
  103	
   /	
  

AS	
   2.1	
  x	
  10-­‐9	
   2.0	
  x	
  10-­‐9	
   2.1	
  x	
  10-­‐9	
   /	
  

ns	
   0.951  
(0.963)	
  

0.951 
(0.963)	
  

0.951	
   0.963	
  

w0	
   -­‐1	
   -­‐0.87	
   -­‐0.94	
   -­‐1.2	
  

w1	
   0	
   0.08	
   0.19	
   0	
  

DEUS:	
  Realis,c	
  Models	
  	
  

Cosmological	
  parameters	
  table.	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  
LARGE	
  SET	
  OF	
  UNIVERSE	
  VOLUMES	
  (+	
  25	
  SIMULATIONS),	
  	
  

HIGH	
  SPATIAL	
  RESOLUTION	
  AND	
  MASS:	
  2.5	
  h-­‐1	
  kpc	
  to	
  21	
  h-­‐1	
  Gpc,	
  	
  2.5	
  108	
  h-­‐1	
  M⦿	
  to	
  1016	
  h-­‐1M⦿
	
  	
  

INITIAL	
  REDSHIFT	
  DEEP	
  IN	
  LINEAR	
  REGIME	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  
LARGE	
  SET	
  OF	
  UNIVERSE	
  VOLUMES	
  (+	
  25	
  SIMULATIONS),	
  	
  

HIGH	
  SPATIAL	
  RESOLUTION	
  AND	
  MASS:	
  2.5	
  h-­‐1	
  kpc	
  to	
  21	
  h-­‐1	
  Gpc,	
  	
  2.5	
  108	
  h-­‐1	
  M⦿	
  to	
  1016	
  h-­‐1M⦿
	
  	
  

INITIAL	
  REDSHIFT	
  DEEP	
  IN	
  LINEAR	
  REGIME	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,ons	
  :	
  A	
  large	
  set	
  of	
  simula,ons	
  

Large	
  set	
  of	
  Universe	
  Volumes	
  (+	
  25	
  simula>ons),	
  	
  
Very	
  High	
  spa>al	
  resolu>on:	
  2.5	
  h-­‐1	
  kpc	
  to	
  21	
  h-­‐1Gpc,	
  	
  

Very	
  High	
  mass	
  resolu>on:	
  2.5	
  1010	
  h-­‐1	
  M⦿	
  to	
  more	
  than	
  1016	
  h-­‐1M⦿
	
  Halos	
  

Ini>al	
  redshiO	
  deep	
  in	
  linear	
  regime	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,ons	
  :	
  A	
  large	
  set	
  of	
  simula,ons	
  

Large	
  set	
  of	
  Universe	
  Volumes	
  (+	
  25	
  simula>ons),	
  	
  
Very	
  High	
  spa>al	
  resolu>on:	
  2.5	
  h-­‐1	
  kpc	
  to	
  21	
  h-­‐1Gpc,	
  	
  

Very	
  High	
  mass	
  resolu>on:	
  2.5	
  1010	
  h-­‐1	
  M⦿	
  to	
  more	
  than	
  1016	
  h-­‐1M⦿
	
  Halos	
  

Ini>al	
  redshiO	
  deep	
  in	
  linear	
  regime	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  :	
  A	
  large	
  set	
  of	
  simula,ons	
  

DEUSS	
  /	
  DEUS	
  FUR	
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Halo	
  Mass	
  Func>on:	
  
Universality/No	
  Universality,	
  Extreme	
  large	
  Massive	
  Halos…	
  

Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  :	
  A	
  large	
  set	
  of	
  simula,ons	
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Halo	
  Mass	
  Func>on:	
  
Universality/No	
  Universality,	
  Extreme	
  large	
  Massive	
  Halos…	
  

Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  :	
  A	
  large	
  set	
  of	
  simula,ons	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  :	
  a	
  huge	
  job	
  to	
  op,mize	
  

Op,misa,on	
  Phase:	
  The	
  big	
  first	
  problem	
  is	
  the	
  scalability	
  of	
  the	
  computa,on.	
  

We	
  need	
  weak-­‐scaling	
  configura,on	
  :	
  the	
  same	
  simula,on	
  with	
  a	
  smaller	
  number	
  of	
  node	
  

To	
  improve	
  scalability,	
  different	
  communica,on	
  schemes	
  have	
  been	
  implemented	
  
in	
  addi,on	
  to	
  the	
  default	
  method	
  already	
  present	
  in	
  the	
  original	
  version	
  of	
  Gravity	
  
Solver	
  «	
  RAMSES	
  »	
  	
  and	
  based	
  on	
  asynchronous	
  MPI	
  opera,ons	
  (Isend/Irecv).	
  
Synchronous	
  communica,ons	
  (Send/Recv,	
  Bcast)	
  have	
  been	
  implemented	
  for	
  
certain	
  levels	
  of	
  refinements	
  (par,cularly	
  the	
  coarser	
  ones).	
  Such	
  op,misa,ons	
  
have	
  proven	
  to	
  be	
  highly	
  dependent	
  on	
  the	
  MPI	
  library	
  as	
  well	
  as	
  the	
  IB	
  topology.	
  
This	
  has	
  required	
  the	
  implementa,on	
  of	
  specific	
  tuningof	
  the	
  system	
  with	
  BULL	
  
HPC	
  experts	
  during	
  the	
  preparatory	
  phase	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  :	
  a	
  huge	
  job	
  to	
  op,mize	
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Dark	
  Energy	
  Universe	
  Simula,on	
  :	
  a	
  huge	
  job	
  to	
  op,mize	
  

Op,misa,on	
  Phase:	
  The	
  memory	
  usage.	
  

The	
  computa,on	
  has	
  to	
  sa,sfy	
  the	
  absolute	
  condi,on	
  of	
  using	
  less	
  than	
  64	
  GB	
  per	
  node,	
  
i.e.	
  less	
  than	
  8	
  GB	
  per	
  MPI	
  process.	
  Any	
  “swap”	
  generated	
  by	
  a	
  local	
  memory	
  excess	
  leads	
  
to	
  a	
  prohibi,ve	
  execu,on	
  ,me.	
  Thus,	
  to	
  evaluate	
  the	
  memory	
  use	
  in	
  the	
  weak-­‐scaling	
  
configura,ons,	
  a	
  set	
  of	
  preparatory	
  tests	
  has	
  been	
  designed.	
  The	
  goals	
  of	
  these	
  tests	
  have	
  
been	
  to	
  determine	
  the	
  best	
  parametriza,on	
  of	
  the	
  triggering	
  levels	
  of	
  the	
  adap,ve	
  mesh	
  
refinement	
  from	
  a	
  physical	
  point	
  of	
  view	
  (essen,ally	
  the	
  final	
  choice	
  of	
  the	
  threshold	
  sets	
  
the	
  refinement	
  to	
  14	
  par,cles	
  per	
  cell)	
  for	
  different	
  scenarios	
  of	
  memory	
  usage.	
  

Memory	
  usage	
  has	
  been	
  one	
  of	
  the	
  major	
  challenge	
  of	
  the	
  simula,on.	
  

These	
  have	
  allowed	
  us	
  to	
  to	
  maximize	
  the	
  accuracy	
  of	
  the	
  calcula,on	
  of	
  the	
  dynamical	
  
evolu,on	
  of	
  the	
  par,cles	
  given	
  the	
  available	
  amount	
  of	
  memory	
  on	
  each	
  node	
  of	
  CURIE	
  
Thin.	
  

The	
  execu,on	
  of	
  these	
  tests	
  has	
  represented	
  a	
  milestone	
  toward	
  the	
  realiza,on	
  of	
  the	
  
project.	
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Dark	
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  Universe	
  Simula,on	
  :	
  a	
  huge	
  job	
  to	
  op,mize	
  

Op,misa,on	
  Phase:	
  The	
  memory	
  usage.	
  

During	
  the	
  ini,aliza,on	
  phase,	
  nine	
  processes	
  communicate	
  with	
  all	
  38016	
  processes	
  using	
  
the	
  original	
  communica,on	
  scheme	
  of	
  the	
  «	
  RAMSES	
  »	
  code	
  which	
  was	
  based	
  on	
  point-­‐to-­‐
point	
  communica,ons.	
  	
  

Because	
  of	
  these	
  9	
  tasks	
  use	
  up	
  to	
  16	
  GB	
  of	
  memory	
  when	
  the	
  MPI	
  libraries	
  are	
  configured	
  
for	
  the	
  op,mal	
  execu,on	
  speed	
  (via	
  OpenMPI	
  op,ons),	
  thus	
  altering	
  the	
  normal	
  run	
  of	
  the	
  
simula,on	
  ,ll	
  its	
  complete	
  crash.	
  	
  

The	
  use	
  of	
  OpenMPI	
  parameters	
  with	
  low	
  memory	
  footprint	
  has	
  solved	
  the	
  problem,	
  
however	
  this	
  resulted	
  in	
  lockups	
  of	
  the	
  code.	
  	
  

An	
  ”intermediate”	
  parametriza,on	
  has	
  been	
  finally	
  chosen,	
  including	
  a	
  relaxa,on	
  of	
  the	
  
op,on	
  scheme	
  of	
  the	
  generic	
  point-­‐to-­‐point	
  communica,on	
  originally	
  used	
  in	
  favor	
  of	
  
BCAST(broadcast)	
  instruc,ons	
  which	
  have	
  reduced	
  the	
  maximum	
  memory	
  used	
  per	
  
processes	
  by	
  about	
  35%,	
  thus	
  limi,ng	
  the	
  memory	
  usage	
  of	
  the	
  9	
  processes	
  considered	
  to	
  8	
  
GB.	
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  Simula,on	
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  a	
  huge	
  job	
  to	
  op,mize	
  

Op,misa,on	
  Phase:	
  The	
  memory	
  usage.	
  

All	
  these	
  op,miza,ons	
  have	
  led	
  to	
  an	
  average	
  use	
  of	
  memory	
  per	
  process	
  illustrated	
  in	
  
Figure	
  8.	
  The	
  majority	
  of	
  arrays	
  are	
  allocated	
  during	
  the	
  ini,aliza,on	
  phase	
  of	
  the	
  code,	
  the	
  
average	
  memory	
  used	
  increases	
  very	
  li=le	
  during	
  the	
  run	
  and	
  remains	
  below	
  6	
  GB	
  per	
  
process.	
  We	
  can	
  see	
  that	
  there	
  is	
  a	
  good	
  scalability	
  in	
  memory	
  since	
  increasing	
  the	
  number	
  
of	
  MPI	
  tasks	
  from	
  74	
  to	
  38016	
  icrease	
  the	
  memory	
  usage	
  by	
  5%	
  only	
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  Structure	
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  growth	
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  gravita,onal	
  instability	
  in	
  an	
  expanding	
  universe	
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  to	
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  we	
  observe	
  today.	
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Cosmological	
  Models:	
  General	
  Proper>es	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Large	
  Scale	
  Structure	
  Morphology	
  	
  
Filaments	
  in	
  hierachical	
  models,	
  large	
  voids,	
  complexity	
  of	
  DM	
  Halos	
  forma,on….	
  	
  

LSS	
  60	
  Mpc,	
  Kravtsov,	
  Klypin	
  et	
  al.;	
  ART	
  Code.	
  	
   Forma>on	
  of	
  a	
  MWsize	
  halo,	
  Klypin,	
  Kravtsov	
  
et	
  al,	
  ART	
  Code.	
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What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
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  on	
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  ?	
  

Numerical	
  simula>ons	
  of	
  cosmic	
  structure	
  forma>on	
  	
  
Is	
  a	
  powerful	
  theore>cal	
  tool	
  to	
  support	
  present	
  and	
  future	
  cosmological	
  

observa>ons	
  (redshiO	
  space).	
  

Total	
  full	
  sky	
  lightcone	
  
(z≈1100).	
  

	
  All	
  galaxy	
  cluster	
  in	
  the	
  
observable	
  Universe.	
  

1014	
  h-­‐1	
  MO	
  (galaxy	
  cluster)	
  	
  
when	
  does	
  such	
  a	
  halo	
  

form	
  ?	
  (z≈4)!	
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Halo density 
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What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Numerical	
  simula>ons	
  of	
  cosmic	
  structure	
  forma>on	
  	
  
Is	
  a	
  powerful	
  theore>cal	
  tool	
  to	
  support	
  present	
  and	
  future	
  cosmological	
  

observa>ons	
  (redshiO	
  space).	
  

Numerical	
  simula,ons	
  are	
  useful	
  for	
  upstream	
  calibra,on,	
  defini,on,	
  
prepara,on	
  of	
  instruments	
  and	
  beyond	
  observa,onal	
  projects.	
  



Jean-­‐Michel	
  ALIMI	
  

Baryonic	
  Acous>c	
  Oscilla>on:	
  	
  
A	
  probe	
  of	
  the	
  Dark	
  Energy	
  	
  

What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  



Jean-­‐Michel	
  ALIMI	
  

Before	
   decoupling	
   between	
  ma=er	
   and	
   radia,on	
   (z	
   =	
   1100)	
   the	
  
primordial	
   density	
   fluctua,ons	
   gave	
   rise	
   to	
   pressure	
   waves	
   (i.e.	
  
acous,c	
   oscilla,ons)	
   in	
   the	
   photon-­‐baryon	
   fluid.	
   At	
   decoupling,	
  
these	
  oscilla,ons	
  were	
   frozen,	
   leaving	
   their	
   imprint	
   in	
   the	
  CMB,	
  
and	
  in	
  the	
  distribu,on	
  of	
  baryons	
  and	
  dark	
  ma=er	
  (Peebles	
  &	
  Yu,	
  
Sunyaev	
  &	
  Zeldovitch	
   (1970)).	
  This	
   imprint	
   	
   in	
   the	
  fluctua,on	
  of	
  
the	
   cosmic	
   microwave	
   background,	
   corresponding	
   to	
   the	
   main	
  
peak	
   in	
   the	
   CMB	
  power	
   spectrum,	
   and	
   ~	
   150	
  Mpc	
   in	
   the	
   large-­‐
scale	
   distribu,on	
   of	
   galaxies	
   at	
   redshik	
   z	
   ≈	
   0.3	
   (SDSS-­‐I	
  
collabora,on	
  (Eiseinstein	
  et	
  al	
  2005)).	
  The	
  phases	
  and	
  amplitudes	
  
of	
  BAO	
  in	
  the	
  galaxy	
  power	
  spectrum	
  can	
  be	
  used	
  as	
  cosmological	
  
probes	
  to	
  constrain	
  different	
  cosmological	
  models	
  and	
  especially	
  
the	
  equa,on	
  of	
  state	
  parameter	
  w	
  of	
  dark	
  energy.	
  
SDSS-­‐I	
  (47	
  000,	
  10%,	
  z≈0.3),	
  SDSS-­‐II	
  (1	
  million),	
  BOSS	
  (1.5	
  
million,	
  25	
  %,	
  z≈0.8,	
  VBOSS=	
  5*VSDDS-­‐II).	
  	
  

larger	
  and	
  larger	
  volume	
  /	
  non-­‐linear	
  structure	
  growth,	
  redshik	
  space	
  effects,	
  and	
  biasing	
  

What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  MaHer	
  distribu>on,	
  BAO…	
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What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

«	
  PERTURBATION	
  THEORY	
  RELOADED.	
  II.	
  
NONLINEAR	
  BIAS,	
  BARYON	
  ACOUSTIC	
  
OSCILLATIONS,	
  AND	
  MILLENNIUM	
  SIMULATION	
  
IN	
  REAL	
  SPACE	
  »,	
  D.	
  Jeong	
  and	
  E.	
  Komatsu	
  

ApJ,	
  691:569–595,	
  2009	
  January	
  20	
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What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Power	
  Spectrum	
  In	
  DEUS:	
  BAO	
  -­‐	
  non	
  linear	
  dynamics	
  effects	
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Power	
  Spectrum	
  In	
  DEUS:	
  BAO	
  -­‐	
  non	
  linear	
  dynamics	
  effects	
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What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Power	
  spectrum	
  Comparison	
  in	
  LCDM-­‐W’CDM-­‐RPCDM	
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Large	
  Scale	
  Structure:	
  MaHer	
  distribu>on,	
  BAO…	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

BAO:	
  Dark	
  Energy	
  Probe	
  

€ 

PXCDM (k)
PXCDM − linear _ no_ baryon (k)

€ 

PXCDM (k)
P
ΛCDM (k)
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  Scale	
  Structure:	
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  BAO…	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

BAO:	
  Dark	
  Energy	
  Probe	
  

€ 

P
ΛCDM (k)
PXCDM (k)

PXCDM − linear _ no_ baryon (k)
P
ΛCDM − linear _ no_ baryon (k)
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What	
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Large	
  Scale	
  Structure:	
  	
  
MaHer	
  distribu>on,	
  Halos	
  Distribu>on,	
  Bias	
  Halos	
  /	
  MaHer…	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

€ 

ξ(r) =
nR (nR −1)
nD (nD −1)

DD
RR

−2 nR −1
nD

DR
RR

+1

Landy	
  and	
  Szalay	
  1993	
  	
  
(see	
  Peebles	
  1980,	
  Blanchard	
  and	
  Alimi	
  1988…)	
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Halos	
  Distribu>on,	
  Bias	
  Halos	
  /	
  MaHer…	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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Halos	
  Distribu>on,	
  Bias	
  Halos	
  /	
  MaHer…	
  scale	
  dependence	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

€ 

bHM (r) ≈ Cst
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Halos	
  Distribu>on,	
  Bias	
  Halos	
  /	
  MaHer…	
  Comparison	
  to	
  some	
  models	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

€ 

bMo &  White =1+
ν 2 −1
δc

bSheth =1+
dν 2 −1
δc

+ 2
p
δc

(1+ (dν 2)p )
 with d = 0.707, p = 0.3

bjing =
0.5
ν 4 +1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

0.06−0.02n

× 1+
ν 2 −1
δc

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟  with n = -2

bMandelbaum =1+
aν 2 −1
δc

+ 2 p
δc (1+ (aν 2)p )

 with a = 0.73, p = 0.15
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What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

€ 

bMo &  White =1+
ν 2 −1
δc

bSheth =1+
dν 2 −1
δc

+ 2
p
δc

(1+ (dν 2)p )
 with d = 0.707, p = 0.3

bjing =
0.5
ν 4 +1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

0.06−0.02n

× 1+
ν 2 −1
δc

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟  with n = -2

bMandelbaum =1+
aν 2 −1
δc

+ 2 p
δc (1+ (aν 2)p )

 with a = 0.73, p = 0.15

Halos	
  Distribu>on,	
  Bias	
  Halos	
  /	
  MaHer…	
  Comparison	
  to	
  some	
  models	
  

€ 

δ c << σ (M )

€ 

δ c ≈ σ (M )

€ 

δ c >> σ (M )
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What	
  have	
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  learned	
  from	
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  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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  dependence	
  and	
  Cosmology	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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Origin	
  of	
  cosmological	
  bulk	
  flow	
  

What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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Large	
  Scale	
  Structure:	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Abnormal	
  Observa,onal	
  signal	
  on	
  Bulk	
  Flow	
  in	
  velocity	
  surveys	
  	
  

(Watkins	
  et	
  al	
  2008,	
  Feldman	
  et	
  al	
  2008,	
  Lavaux	
  et	
  al	
  2009	
  (2MRS	
  survey	
  (redshik	
  survey)…)	
  

High	
  devia,on	
  from	
  linear	
  predic,ons.	
  

Is	
  this	
  signal	
  a	
  cosmological	
  one	
  or	
  is	
  it	
  an	
  unlikely	
  event?	
  

Is	
  (Λ)Cold	
  Dark	
  Ma=er	
  Scenario	
  ruled	
  out?	
  	
  

Mean	
  of	
  the	
  (peculiar)	
  velocity	
  fields	
  present	
  in	
  a	
  sphere	
  of	
  
radius	
  R	
  centered	
  on	
  the	
  Milky	
  Way	
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For	
  gaussian	
  ini,al	
  condi,ons,	
  is	
  such	
  a	
  Vbulk	
  possible	
  ?	
  	
  
Is	
  it	
  not	
  a	
  rare	
  event	
  ?	
  

As	
  a	
  first	
  approxima,on,	
  we	
  can	
  characterize	
  the	
  Watkins	
  curve	
  by	
  two	
  data	
  points:	
  
deple,on	
  at	
  16	
  h-­‐1	
  Mpc	
  and	
  bump	
  at	
  53	
  h-­‐1	
  Mpc.	
  We	
  then	
  compute	
  the	
  Probability	
  to	
  
get	
  such	
  a	
  event	
  from	
  ini,al	
  condi,on	
  sta,s,cs.	
  

P	
  ≈	
  1.58	
  %	
  
Watkins	
  Vbulk	
  could	
  be	
  a	
  rare	
  event	
  realiza,on	
  in	
  ΛCDM!	
  

Strong	
  correla,on	
  between	
  scales	
  R16	
  and	
  R53,	
  M	
  is	
  the	
  correla,on	
  
matrix	
  containing	
  non-­‐diagonal	
  terms,	
  (tail	
  of	
  a	
  2D	
  maxwellian).	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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DEUS:	
  ΛCDM-­‐WMAP5	
  ,	
  648	
  h-­‐1	
  Mpc.	
  

Rare	
  events	
  (P	
  ≈1.56%)	
  	
  
in	
  (very	
  good)	
  agreement	
  with	
  the	
  previous	
  es,ma,on.	
  

Using	
  Watkins	
  observa,onal	
  data	
  points:	
  We	
  isolate	
  an	
  observa,onal-­‐
like	
  sample	
  at	
  95%	
  (χ2	
  analysis	
  done	
  on	
  all	
  observa,onal	
  10	
  data	
  
points)	
  :	
  255	
  out	
  of	
  20.000.	
  

From	
  20.000	
  random	
  centers	
  
(environments)	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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Watkins	
  Bulk	
  Flows	
  Numerical	
  Catalog	
  (255)	
  

σ(R)	
  in	
  good	
  agreement	
  	
  
with	
  linear	
  predic,ons	
  

  

€ 

 
V Bulk (R)  

seems to diverge from the linear prediction. 
But 
 

V Bulk (R) is directional 

To	
  solve	
  this	
  Contradic,on.	
  
What	
  is	
  the	
  Dynamical	
  Origin	
  of	
  Bulk	
  Flow	
  ?	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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We	
  suppose	
  such	
  a	
  Watkins	
  event,	
  What	
  is	
  the	
  Dynamical	
  Origin	
  of	
  Bulk	
  Flow	
  ?	
  
Direc,onality	
  suggests	
  an	
  asymmetry	
  in	
  ma=er	
  distribu,on.	
  

We	
  then	
  qualita,vely	
  study	
  the	
  direc,on	
  of	
  the	
  bulk	
  flow	
  versus	
  the	
  direc,on	
  of	
  the	
  center	
  of	
  mass;	
  	
  
For	
  a	
  Watkins	
  Numerical	
  event,	
  Mollweide	
  projec,on	
  (53	
  h-­‐1	
  Mpc)	
  

Clearly	
  dis>nct	
  direc>on	
  

Bulk	
  direc,on	
  at	
  53	
  h-­‐1	
  Mpc	
  

CM	
  direc,on	
  at	
  53	
  h-­‐1	
  Mpc	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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We	
  suppose	
  such	
  a	
  Watkins	
  event,	
  What	
  is	
  the	
  Dynamical	
  Origin	
  of	
  Bulk	
  Flow	
  ?	
  
Direc,onality	
  suggests	
  an	
  asymmetry	
  in	
  ma=er	
  distribu,on.	
  

We	
  then	
  qualita,vely	
  study	
  the	
  direc,on	
  of	
  the	
  bulk	
  flow	
  versus	
  the	
  direc,on	
  of	
  the	
  center	
  of	
  mass;	
  	
  
For	
  a	
  Watkins	
  Numerical	
  event,	
  Mollweide	
  projec,on	
  at	
  larger	
  scale	
  	
  (85	
  h-­‐1	
  Mpc)	
  

Clearly	
  similar	
  direc>on	
  

Bulk	
  direc,on	
  at	
  53	
  h-­‐1	
  Mpc	
  

CM	
  direc,on	
  at	
  85	
  h-­‐1	
  Mpc	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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€ 

 
C (R)

Which	
  scales	
  shows	
  an	
  alignment	
  between	
  the	
  
direc,on	
  of	
  asymmetry	
  in	
  a	
  shell	
  and	
  the	
  direc,on	
  of	
  

the	
  Bulk	
  Flow	
  at	
  53	
  h-­‐1	
  Mpc	
  ?	
  

  

€ 

 
V Bulk (53h−1Mpc) . (

 
C (R + dR) −

 
C (R))~	
  85	
  h-­‐1	
  Mpc	
  (bump)	
  

~	
  55	
  h-­‐1	
  Mpc	
  (deple,on)	
  

What	
  is	
  the	
  Dynamical	
  Origin	
  of	
  Bulk	
  Flow	
  ?	
  

We	
  compare	
  the	
  mean	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  	
  
the	
  complete	
  Watkins	
  bulk	
  flow	
  numerical	
  catalog	
  
and	
  for	
  the	
  Linear	
  bulk	
  flow	
  numerical	
  catalog:	
  	
  

Alignment scale at ~ 85 h-1 Mpc 
 (85 = 53 + 32) 

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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€ 

 
V Bulk (R) . 

 
C (R + 32h−1Mpc)

What	
  is	
  the	
  Dynamical	
  Origin	
  of	
  Bulk	
  Flow	
  ?	
  

For	
  all	
  events	
  from	
  the	
  complete	
  Watkins	
  bulk	
  flow	
  numerical	
  catalog,	
  we	
  compute	
  the	
  scalar	
  product	
  of	
  the	
  
bulk	
  flow	
  at	
  radius	
  R	
  with	
  the	
  direc,on	
  of	
  the	
  asymmetry	
  in	
  spheres	
  of	
  radius	
  R+32	
  

Alignment	
  scale	
  from	
  53	
  h-­‐1	
  Mpc.	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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€ 

 
V Bulk (R,z)  =  H(z) f(z)( )2 Pδ (k,z)∫  W2(kR)dk
 

V Bulk (R,0)  =  H(0) f(0)( )2 Pδ (k,0)∫  W2(kR)dk

We	
  confirm	
  that	
  Vbulk	
  is	
  a	
  linear	
  quan>ty	
  even	
  for	
  such	
  a	
  rare	
  event.	
  	
  
Its	
  evolu>on	
  sa>sfies	
  the	
  linear	
  evolu>on,	
  idem	
  for	
  the	
  asymmetry	
  factor	
  	
  

€ 

Pδ (k,z) =  D+(z)
D+(0)
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

Pδ (k,0)

  

€ 

 
V bulk (R,z)  

  

€ 

 
V bulk (R,z)  =  H(z) f (z)D+(z)

H(0) f (0)D+(0)
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
 
V bulk (R,0)

  

€ 

 
C (R,z)  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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Where	
  is	
  the	
  cosmology	
  ?	
  

Wrong	
  cosmological	
  parameters	
  (R	
  ≤	
  53	
  h-­‐1	
  Mpc).	
  

Likelihood analysis on the Vbulk data for the Watkins Bulk Flow catalog  
(R≤53 h-1 Mpc and R≤130 h-­‐1 Mpc) 

Correct	
  cosmological	
  parameters	
  	
  (R=130	
  h-­‐1	
  Mpc).	
  

Convergence	
  on	
  large	
  scale:	
  A	
  probe	
  for	
  Cosmology	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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DEUS	
  :	
  Anomalous	
  cosmic	
  flow,	
  a	
  challenge	
  for	
  ΛCDM	
  
Convergence	
  on	
  large	
  scale:	
  A	
  probe	
  for	
  Cosmology	
  

3-­‐Point	
  Probability	
  !!!	
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What	
  is	
  the	
  origin	
  of	
  the	
  assymmetry,	
  responsible	
  of	
  the	
  anomalous	
  bulk	
  Flow	
  ?	
  

Large	
  Scale	
  Structure:	
  «	
  Anomalous	
  »	
  Bulk	
  Flow	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Distance	
  to	
  the	
  high	
  peaks	
  in	
  density.	
  	
  

Gaussian	
  distribu,on:	
  

Smoothing	
  
Length	
  

3σ	



8	
  h-­‐1Mpc	
   µ=82	
  h-­‐1	
  Mpc	
  
(σ=24	
  h-­‐1	
  Mpc)	
  

5	
  h-­‐1Mpc	
   µ=79	
  h-­‐1	
  Mpc	
  
(σ=22	
  h-­‐1	
  Mpc)	
  

2.5	
  h-­‐1Mpc	
   µ=79	
  h-­‐1	
  Mpc	
  
(σ=22	
  h-­‐1	
  Mpc)	
  

1.25	
  h-­‐1Mpc	
   µ=76	
  h-­‐1	
  Mpc	
  
(σ=26	
  h-­‐1	
  Mpc)	
  



Jean-­‐Michel	
  ALIMI	
  

Halos	
  Mass	
  Func>on	
  

What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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Halo	
  Mass	
  Func>on:	
  
Universality/No	
  Universality,	
  Extreme	
  large	
  Massive	
  Halos…	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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DEUS	
  Full	
  Universe	
  Runs:	
  Halos	
  Mass	
  Func,on	
  

Mass	
  func,on:	
  strong	
  devia,on	
  to	
  Jenkins	
  fit	
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Dark	
  MaHer	
  Halos	
  Profil	
  

What	
  do	
  we	
  have	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
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Dark	
  MaHer	
  Halos	
  proper>es	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

In	
  a	
  specific	
  cosmological	
  model	
  
a	
  large	
  diversity	
  of	
  halos	
  

Different	
  halos	
  for	
  	
  
different	
  cosmological	
  models	
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Dark	
  MaHer	
  Halos	
  proper>es	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

€ 

ρ(r) =
ρ0

r
rS
1+

r
rS

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

2

NFW	
  profile	
  widely	
  used,	
  but	
  effe,vely	
  all	
  halos	
  are	
  not	
  well	
  described	
  by	
  NFW.	
  

We	
  fit	
  NFW	
  profile	
  for	
  each	
  halo	
  and	
  	
  
characterize	
  the	
  goodness	
  of	
  the	
  best	
  NFW	
  fit	
  by	
  the	
  parameter	
  χ².	
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Dark	
  MaHer	
  Halos	
  proper>es	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Number	
  of	
  ill	
  fiHed	
  halos	
  is	
  dependant	
  on	
  the	
  cosmology	
  

Provides	
  physical	
  informa,on	
  on	
  
the	
  collapse	
  process	
  

χ²	
  contains	
  cosmological	
  informa,on	
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Dark	
  MaHer	
  Halos	
  proper>es	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

Instead	
  of	
  Concentra,on	
  /	
  We	
  define	
  a	
  new	
  parameter,	
  	
  
which	
  does	
  not	
  depend	
  on	
  the	
  profil	
  :	
  the	
  Sparsity	
  

€ 

s
Δ

= M 200

M
Δ

S	
  is	
  an,-­‐correlated	
  with	
  the	
  NFW	
  concentra,on	
  c.	
  

€ 

cNFW = RVir

RS

⎛ 
⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

The	
  rela,on	
  between	
  the	
  sparsity	
  S	
  and	
  the	
  
NFW	
  concentra,on	
  C	
  can	
  be	
  computed	
  
theore,cally.	
  It	
  is	
  well	
  verified	
  on	
  the	
  
simula,on.	
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Dark	
  MaHer	
  Halos	
  proper>es	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

The	
  sparsity	
  parameter	
  depends	
  on	
  cosmology	
  	
  	
  

and	
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Dark	
  MaHer	
  Halos	
  proper>es	
  

What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula,ons	
  on	
  LSS	
  forma,on	
  ?	
  

The	
  sparsity	
  parameter	
  can	
  be	
  
predicted	
  using	
  the	
  mass	
  

func,on:	
  .	
  

As	
  sparsity	
  parameter	
  is	
  (almost)	
  independant	
  of	
  the	
  mass.	
  	
  
(If	
  the	
  profile	
  is	
  ∝	
  r−3	
  at	
  large	
  radius,	
  it	
  is	
  natural).	
  

€ 

1
MΔ

dn
d lnMΔ

∫ d lnMΔ = s 1
Mvir

dn
d lnMvir

∫ d lnMvir

A	
  new	
  probe	
  for	
  the	
  cosmology	
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What	
  have	
  we	
  learned	
  from	
  numerical	
  simula>ons	
  	
  
of	
  Dark	
  Universe	
  ?	
  

CMB-Galaxy Correlation and  
Sachs-Wolfe effect using Ray tracing in Numerical Simulation. 

Nature of Dark Matter and  
sub-halos abundances: Millenium II Simulation 

…. All aspects of the Cosmology…. 
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Conclusion	
  

As	
  Dark	
  maHer	
  dynamics	
  can	
  be	
  studied	
  with	
  high	
  precision	
  in	
  cosmological	
  N-­‐body	
  
simula>ons.	
  The	
  simula>on	
  allows	
  high-­‐precision	
  measurements	
  of	
  the	
  dark	
  maHer	
  
clustering,	
  like	
  halo	
  mass	
  func>on,	
  power	
  spectrum,	
  bulk	
  flow,	
  halo	
  profil…	
  abundance	
  
of	
  dark	
  maHer	
  substructure…etc.	
  

The	
  simula>on	
  Is	
  a	
  powerful	
  theore>cal	
  tool	
  to	
  probe	
  the	
  nature	
  of	
  Dark	
  MaHer	
  and	
  
Dark	
  Energy.	
  

The	
  numerical	
  simula>on	
  ac>vity	
  is	
  rapidly	
  evolving,	
  as	
  computa>onal	
  resources	
  
con>nue	
  to	
  grow,	
  enabling	
  larger,	
  more	
  complicated,	
  and	
  more	
  realis>c	
  simula>ons	
  to	
  
be	
  performed.	
  

The	
  next	
  decade	
  promises	
  to	
  be	
  filled	
  with	
  exci>ng	
  challenges	
  and	
  the	
  poten>al	
  for	
  great	
  
discoveries.	
  It	
  is	
  safe	
  to	
  say	
  that	
  the	
  field	
  of	
  Numerical	
  Simula>ons	
  of	
  the	
  Dark	
  Universe	
  
will	
  not	
  run	
  out	
  of	
  things	
  to	
  do.	
  

The	
  simula>on	
  is	
  a	
  powerful	
  theore>cal	
  tool	
  to	
  support	
  present	
  and	
  future	
  cosmological	
  
observa>ons	
  (redshiO	
  space).	
  

«	
  Vouloir	
  conclure	
  c’est	
  la	
  bê>se	
  »	
  
Gustave	
  Flaubert.	
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