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1 Mecanica e eletromagnetismo

A Fisica Cléassica se alicerga em duas teorias fundamentais: a mecanica new-
toniana e o eletromagnetismo de Maxwell. Se nos limitamos aos fenomenos
envolvendo corpos macroscépicos, nao excessivamente massivos !, que se des-
locam com velocidades ordindrias, significativamente inferiores a velocidade da
luz, a mecéanica newtoniana fornece resultados em acordo com a experiéncia e
a observacao. Isto se aplica em particular ao movimento de objetos sobre a
superficie terrestre assim como para o movimento dos planetas. Por sua vez, o
eletromagnetismo é uma teoria igualmente bem comprovada, que teve um dos
seus sucessos mais impressionantes na identificacao da luz como onda eletro-
magnética e na consequente predicao da existéncia de ondas eletromagnéticas
em frequéncias fora da faixa correspondente a luz visivel. Faremos a seguir uma
breve revisao destas duas teorias, enfatizando sobretudo os aspectos que serao

relevantes para a posterior construcao da teoria da relatividade restrita.

2 A mecanica newtoniana

2.1 As leis de Newton

A mecanica newtoniana basea-se nas trés leis de Newton e, conseqiientemente,
estd fortemente alicercada sobre a nogao de referencial inercial. Podemos enun-

ciar as trés leis da seguinte formas:

1. Todo corpo permanece em repouso ou em estado de movimento retilineo
uniforme se nenhuma forga age sobre ele ou se a soma vetorial de todas

as forcas que agem sobre o corpo é nula;

2. A agao de uma forga sobre um corpo resultard na aceleracao deste corpo,
a razao entre os médulos da forga e da aceleragao sendo igual & massa

inercial do corpo;

3. A toda agdo de um corpo A sobre um corpo B corresponde uma reacao

LA condicdo ”"nfo excessivamente massivo” pode ser expressa estabelecendo que a grandeza
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de mesma intensidade, e de sentido contrario, que agira sobre o corpo que

provoca a agao, neste caso o préprio corpo A.
A estas leis, podemos acrescentar a lei da Gravitacdo Universal:
b

1. Dois corpos se atraem proporcionalmente ao inverso do quadrado da distancia
que os separa e em proporc¢ao direta ao produto de suas massas gravitaci-

onais.

No enunciado destas leis, introduzimos as nog¢oes de massas gravitacional e
inercial, a primeira estando relacionada ao fato que existe uma interacao gravi-
tacional (constituindo assim uma ”carga gravitacional”: quanto maior a massa
gravitacional, maior a forga gravitacional que serd exercida), a segunda se refe-
rindo a resisténcia apresentada por um corpo quando sobre ele age uma forca
(quanto maior a massa inercial de um corpo, menor é a aceleragdo transmitida
a este corpo por uma dada forga). A experiéncia mostra que as duas massas
sdo iguais com uma precisdo de 107'2[?]. Na teoria da relatividade geral, que
serd abordada no final deste livro, as duas massas sdo consideradas exatamente
iguais.

A primeira lei de Newton define os ”bons”referenciais para os quais as de-
mais leis da Fisica devem ser escritas. Estes bons referenciais sdo denominados
de ”inerciais”. Referencial inercial é aquele para o qual a primeira lei de New-
ton se aplica: neste referencial, se a forca resultante sobre um corpo é nula,
entdo a velocidade deste corpo é constante. A segunda lei, por outro lado,
diz qual sera o efeito de uma forca medido por um observador situado naquele
"bom”referencial, o referencial ”inercial”’. Neste sentido a primeira lei é pré-
requisito indispensavel para a segunda lei: primeiro se define quem observa
(aquele para quem, na auséncia de uma forga, um corpo deve ficar em repouso
ou em movimento retilineo uniforme), para depois se dizer qual é a consequéncia
da agéo de uma forga (ela provoca aceleragdo na propor¢ao inversa de sua massa
inercial). A terceira lei estd relacionada & conservagdo do momento linear. A
terceira lei determina também quando uma dada forca é devida a uma interagao
fisica: a sua ac¢do, podemos determinar qual é a rea¢gdo. Obviamente, podemos
tratar um fendémeno fisico através de um referencial nao inercial. Mas, neste

caso, a aceleragao observada nao estara forgosamente relacionada as interagoes



fisicas: forcas ficticias, ditas inerciais, que néo verificam a terceira lei (visto que,
para elas, é impossivel determinar qual é a reacdo 2.

Para tratarmos quantitativamente estas leis, definimos um referencial (iner-
cial), e denotamos a distancia de um dado corpo a origem deste referencial pelo
vetor 7. A velocidade deste corpo é entao definida como a taxa de variagao da

o - i — 1 ~ ’ d ﬁ .d d . ~
posi¢ao com o tempo ¥ = 57 e a aceleragao ¢ definida como a taxa de variagao

da velocidade com o tempo, ou ainda como a segunda derivada da posicao em

~ - — 2 . .
relagao ao tempo, a = %v = %r. Desta maneira, a segunda lei se escreve como
- d?
F:mI&':mI—ﬁ:ml—f’ 1
dt ez’ e

onde m; designa a massa inercial. Se definirmos uma nova quantidade auxiliar

denominada de momento linear, expressa como
p=miv (2)

entao a segunda lei de Newton assume a forma

L d

F = pri (3)
Observamos que o termo ”quantidade auxiliar”empregado acima corresponde
a uma grandeza sem sentido fisico intrinseco, podendo seu valor, por exemplo,
depender do referencial onde é medido. Desta forma, uma grandeza auxiliar
se distingue de grandezas - como forca e aceleracao - que tém o mesmo valor
em todos os referenciais inerciais, assumindo consequentemente a condigao de
invariantes da teoria.

As definigoes (1,3) coincidem quando a massa de um corpo é constante.
Entretanto, elas diferem quando a massa do corpo é variavel, como no problema
do foguete cuja massa varia em consequéncia da ejecao de gases. A definigao
fundamental da segunda lei de Newton é dada por (3).

A independéncia da primeira e da segunda leis de Newton, no sentido que

a primeira nao determina a segunda e nem é um caso particular dela, se reflete

2Mach propés de atribuir um sentido fisico s forcas inerciais ao considerar que a reacéo a
este tipo de forca ocorre sobre a distribuigao global de matéria no Universo. Isto se enquadra
na tentativa de Mach de interpretar a inércia como a interacdo entre um corpo e toda a
matéria restante no Universo [?]. Este conceito foi retomado posteriormente por Feynmann e

Wheeler, no A&mbito da teoria quantica, através do conceito de absorvedores [?].



no fato que, admitida a primeira lei, seria possivel supor que o efeito da forca
poderia ser diferente do produto simples entre a massa e a aceleragao. Um
exemplo disto é a teoria MOND (acronimo para Modified Newtonian Dynamics),
proposta recentemente [?] visando explicar a anomalia observada na curva de
rotacao das galaxias espirais - ver apéndice 1 para uma descricao do contetido
e das motivagoes para esta teoria. Na teoria MOND, a segunda lei de Newton
é substituida pela expressiao F = mu(a/ag)d, onde ag é uma aceleragao dita
critica, e pu(x) é uma funcdo tal que p(x) ~1se x >>1e p(x) ~x se x << 1.
Neste caso, a primeira lei permanece inalterada mas a relagdo entre forca e

aceleracao é diferente da expressao correspondente da teoria newtoniana.

2.2 As transformacgoes de Galileu

Dado um referencial inercial S, qualquer outro referencial S’ que se desloca
em relagdo a S com velocidade constante serd também inercial. A forma da
segunda lei de Newton é preservada quando passamos do referencial inercial S
para este outro referencial inercial S’. Designemos a velocidade (constante) de
S’ medida por um observador em S, como V. Esta velocidade relativa, a titulo
de simplificacao, sera considerada como orientada ao longo do eixo x. Para
simplificar, supomos que no tempo ¢ = 0 as duas origens coincidam, assim como

os respectivos eixos. Neste caso as relagoes entre as coordenadas x, y, z e ', ¥/

e 2’ sdo,
¥ = z-Vt (4)
y =y . (5)
2 =z . (6)

Observamos que estas transformacoes, conhecidas como transformacoes de Ga-

lileu, pressupdem um tempo universal:

t=t" . (7)
Temos assim:
da’ dv’
v;:d—ﬁ:%—\/ : a;:;thaz : (8)



p_dy oy

Yy o_
vy, = p = vy : a, = o =ay ; 9)
dz' dv’
'U;:E:UZ 5 a;:dit_Z:aZ . (]‘0)
Como consequéncia temos que,
ﬁ’zm;d”zm;c’i:ﬁ . (11)

Desta forma, a forga medida no referencial S’, assim como a aceleracao sofrida
pelo corpo, é a mesma que a medida no referencial S: as leis de Newton sao
portanto invariantes em relagao as transformacoes de Galileu. Estamos supondo
a massa inercial do corpo como sendo uma propriedade intrinseca do corpo, logo
independente do observador. Note-se também que, frequentemente, utilizaremos
os termos referencial e observador como equivalentes: todo observador pressupoe
um referencial e vice-versa.

Como a lei da Gravitagao Universal estd baseada na posi¢ao relativa entre
dois corpos, sua expressao também nao é afetada por esta mudanca de sistema
de referéncia. De fato, na mecanica, todas as leis de forga sao baseadas seja
na posigao relativa, seja na velocidade relativa entre dois corpos (como a forga
de Lorentz entre duas cargas em movimento), e permanecem, em conseqiiéncia,

invariantes pelas transformacoes de Galileu.

2.3 Leis de conservacao

Quando uma forca é tal que a integral do produto interno desta forca com o
vetor deslocamento do corpo sobre o qual ela age, ao longo de um percurso

fechado [, é nula,

f{ Fdr=0 (12)
entao esta forga é dita ”conservativa”’. Isto implica que o trabalho realizado
por esta forca quando o corpo se desloca de uma posigao inicial 7; para uma
posicao final 7y independe do caminho empregado neste trajeto. Neste caso, a

forca pode ser obtida como gradiente de um campo escalar: F = —V¢(F). De

fato, usando o teorema de Stokes (ver apéndice), temos

fﬁ.cfr:/vXﬁ.dﬁzo , (13)
S



onde S é a superficie cuja borda é definida pela curva fechada [. Como esta
expressao € valida para qualquer curva fechada, o integrando deverda ser iden-
ticamente nulo para qualquer superficie S. Isto pode ser obtido se F for o
gradiente de uma fungao escalar. Logo, a expressdo (13) implica que, para uma

forga conservativa,
F=-V¢ , (14)

onde o sinal negativo foi introduzido por comodidade futura. Este campo esca-
lar ¢(7) é denominado de energia potencial, sendo uma grandeza auxiliar que,
justamente por ser um escalar, facilita em geral o cdlculo de certas quantidades
fisicas. Vamos, para o que se segue, suprimir o indice I que é utilizado para
indicar a massa inercial. Este indice serd restabelecido quando necessario. Para
um corpo sob agao de uma forca conservativa, cujo potentical automaticamente
nao pode depender explicitamente do tempo, a energia mecanica, definida como

B=m 4 o) (15)

se conserva.
De fato, podemos, no caso de uma forga conservativa, escrever a segunda lei
de Newton como

d
— 0= — . 1
M= V¢ (16)

Tomando o produto interno com ¢, utilizando a definicdo da velocidade como

derivada da posicao e a nocao de derivada implicita, encontramos,

3
_d_ . B dxr; O¢
mv.gv = v-V¢ = 2 ai oz
1 d, d
" T T’
d/1
1L,
—-mv°+¢=F = constante

2

Nesta deducao, utilizamos o fato que o vetor 7 indica a posicdo da particula,
sendo uma funcdo do tempo: 7 = 7(¢). Além do mais, a energia potencial,
por estar relacionada a uma forga conservativa, nao depende explicitamente do

tempo, mas apenas da posicao da particula. Chamamos E de energia mecanica



da particula, uma quantidade que se conserva quando a forga que age sobre esta
particula é conservativa.

Por outro lado, a conservagao do momento linear de um sistema de particulas
que interagem entre si pode ser obtido da terceira lei de Newton. Para simplifi-
car, consideremos um sistema de duas particulas. A terceira lei de Newton diz

que
— — d
Fyy =—-F12 = ] 1= D2

d
%(pl +p2)=0 = p)+p> =P = constante

Nestas expressoes foi usado o fato que F;-j, forga que a particula i exerce sobre a
particula j, é igual a variacao do momento linear da particula j. A generalizagao
da expressao para a conservagao do momento linear para um sistema fechado de
n particulas (sistema fechado é aquele sobre o qual néo existem forgas externas
ao sistema agindo sobre seus constituintes) é proposta nos exercicios.

As leis de conservacao da energia e do momento linear representam alguns
dos principais alicerces da mecanica newtoniana. Essas leis sdo complementadas
pela a lei da conservacao do momento angular, que é verificada quando a forga
de interagao entre qualquer par de particulas esta na direcao da reta que as une.

O momento angular de uma dada particula se define como
L=mixT=Fxp , (17)

onde 7 é o vetor posicdo da particula e ¥ sua velocidade. Para demonstrar que,
sob a condicao explicitada acima, o momento angular se conserva, vamos con-
siderar um sistema de duas particulas, cujas quantidades correspondentes serao
designadas pelos subscritos 1 e 2. A terceira lei de Newton é sempre satisfeita,
evidentemente. O momento angular total deste sistema de duas particulas é
dado por

Lr=Li+Lo=7 xpi+7 X P . (18)

A taxa de variagdo do momento angular total é

dE qxq+qxdq+qxq+qxdq
— = v T — v T —
dtT 1 XDP1 1 dtpl 2 X P2 2 dtp2

= 71 X Fo1 +7% X Fio



= (F — ) x Fy
— 0

Nesta dedugao utilizamos que ﬁgl =_F 12 (terceira lei de Newton), onde 7 — 7%
é o vetor de posicao da primeira particula em relagao a segunda e, finalmente,
que a forga esta orientada ao longo desta posicao relativa. Logo, o momento
angular do sistema de particulas se conserva quando nao existem forgas externas
agindo sobre o sistema, e as forcas entre as particulas do sistema estao orientadas
na direcao do vetor posigao relativa entre as particulas. No caso onde a forca
depende da velocidade relativa entre as particulas, a dedugao da conservacao do
momento angular é mais sutil. Uma situacao onde a forca depende da velocidade
ocorre no eletromagnetismo, como por exemplo na forca de Lorentz. Neste
caso, é preciso levar em conta também o momento transportado pelo campo
eletromagnético. Esta questao serd analisada mais tarde.

A existéncia de leis conservacao reflete a presenca de simetrias no sistema
fisico. A conservagao da energia, por exemplo, estd relacionada a invariancia
das leis da fisica por translacoes temporais: se as condigoes do sistema sao
as mesmas, pouco importa se fazemos uma dada experiéncia hoje ou amanha,
o resultado serd o mesmo. Por outro lado, a conservagao do momento linear
reflete a invariancia dos sitemas fisicos por translagoes espacias: mantendo-se
as mesmas condigoes no sistema, o resultado de uma experiéncia é independente
de onde ela é feita. Por fim, a conservacao do momento angular esta relacionada
com a invariancia do sistema por rotagao. Demonstragoes mais gerais e mais

rigorosas das leis de conservagio podem ser encontradas nas referéncias [?, 7, ?].

3 O eletromagnetismo

3.1 As equagoes de Maxwell

A teoria eletromagnética é representada matematicamente pelas equagbes de

Maxwell que, na forma integral, sao escritas como se segue:
5 13 q
}1{ Fa§ = 4 | (19)
S

€0
j{éd

=0 , (20)



- d .
Edi = —— [ Bd 21
¢ & [ Bas | (21)

Bdl = uoi+%/E.d§ , (22)

onde dS e dl’ representam os elementos de integracao sobre uma superficie e uma
linha, respectivamente. Nestas equagoes Eet B sao, respectivamente, os campos
elétrico e magnético, ¢ e i sao a carga e a corrente que criam aqueles campos,
enquanto €y e o sao as constantes de permissividade elétrica e permeabilidade
magnética do vacuo.

A equagao (19) é a lei de Gauss (ou equivalentemente, lei de Coulomb) para o
campo elétrico; a equagio (20) estabelece a inexisténcia de monopolos (cargas)
magnéticos; a equagdo (21) é a lei de Faraday, que indica que a varia¢do no
fluxo de campo magnético cria campo elétrico; por fim, a equacao (22) é a lei de
Ampere, suplementada pelo termo de corrente de deslocamento, que estabelece
que correntes elétricas, assim como a variagao no fluxo de campo elétrico, criam
campo magnético.

Os teoremas de Gauss e Stokes estabelecem que, para um dado campo ve-

torial ff, as seguintes relacgoes sao verdadeiras:
7( AdS = / V.AdvV (23)
v
fA.df = /Vx/fdg . (24)
s

Sendo p a densidade de carga e j a densidade conrrente, a carga total contida
no interior de uma superficie fechada S e a corrente i que atravessa uma dada

superficie delimitada por um percurso fechado [, sdo expressas como,
q = / pdV (25)
1%
i = / j.ds . (26)
s

Lembramos que a densidade de corrente j se escreve como j = p¥, onde ¥
é o campo de velocidade das cargas. De posse destas informagoes, podemos

re-escrever as equagoes de Maxwell na sua forma diferencial:

VE = £ (27)



VB = 0 ; (28)

q OB
VxE = 5 (29)

. OF
j e 30
HoJ + €oto It (30)

<
X
Sy
I

As equagoes (28,29) sao chamadas de equagoes homogéneas de Maxwell porque,
nelas, nao aparecem os termos de fontes, representados pelas densidades de
carga e corrente. J4 as equagdes (27,30) contém estes termos de fontes e por
isto sao chamadas de equagoes de Maxwell nao homogéneas.

As quantidades p e 5 estao ligadas por uma equacao de conservagao:

5 TVi=0 (31)

que pode ser obtida a partir das equagoes de Maxwell tomando-se a derivada

parcial em relagdo ao tempo de (27) e combinando com o divergente de (30).

3.2 Ondas eletromagnéticas

A partir das equagoes de Maxwell, nés podemos deduzir uma equacao de onda.
Podemos escrever a equagao de onda para o campo elétrico tomando-se o rota-

cional de (29) e utilizando-se a relagao,

\RVEY

V xV x E=V(V.E)-V?E = V’E . (32)

€0

Temos assim, empregando ainda a derivada temporal de (30),
. 92E dj  Vp

VzE - MOEOW = /Jloa + ; . (33)

Utilizando a lei de Ohm, ; = UE, onde o é a condutividade do meio, esta
equagcao pode ser re-escrita como
. O%E OE Vp

VQE - 'LLOEOW = H0O0 — + 67 . (34)

Da mesma forma, tomando-se o rotacional de (30) e a derivada em rela¢ao ao
tempo de (29), nés obtemos a seguinte equagao para o campo B:
2B

= 0 -
VB — MOGOW =—puoVXxj . (35)

10



Esta equagao pode ser re-escrita, usando novamente a lei de Ohm e agora
também a lei de Faraday, como
0>B oB

V2B — iy 28 = ool
Ho€o 012 Hoo ot

(36)

Os termos contendo primeiras derivadas representam um efeito dissipativo de-
vido as propriedades do meio.

No vacuo, estas duas equagoes se escrevem:

OE =0 (37)

|
oy
|

(38)

onde definimos o operador D’Alambertiano

”? 1
O= 2 — 2
T (39)

Estas expressoes representam a equagao de uma onda que se propaga com a

velocidade
1
= . (40)
Ho€o
As constantes jiy e €y tém seus valores medidos experimentalmente®: jg =

1,26 x 10*6% e e = 8,85 x 10*12£. Substituindo os valores obtidos na ex-

pressao acima, nés obtemos,

oCm

c~3x10! (41)

S

Esta é a velocidade de propagacao de uma onda eletromagnética, que se revela
igual ao valor conhecido para a velocidade de propagagao da luz. Este resultado
permitiu identificar a luz como sendo uma onda eletromagnética, e foi um dos
maiores sucessos da teoria Eletromagnética de Maxwell.

A existéncia das ondas eletromagnéticas revela que o conceito de campo
possui uma realidade, nao sendo apenas uma definicao formal. Os campos
existem e a onda eletromagnética é a consubstanciacao deste fato: a onda ele-
tromagnética reflete o fato que os campos se induzem reciprocamente, o campo

elétrico variavel criando campo magnético e vice-versa. A realidade da onda

3As unidades H (henry) e F (farad) se definem como H = % e F' = @ onde J e A

designam as unidades de energia (joule) e corrente (ampere), respectivamente.

11



eletromagnética fica evidente devido ao fato que a onda transporta momento e
energia, o que é expresso pelo vetor de Poynting [?, 7],

§-LExB , (42)
Ho

que indica a quantidade de energia por unidade de tempo e unidade de area
transportada pela onda eletromagnética. O fato que o eletromagnetismo de
Maxwell faz uso dos conceitos de campo, atribuindo uma realidade a estes no-
vos objetos, faz dele a primeira teoria de campo coerentemente formulada. O
programa de teoria de campos serd amplamente explorado, a partir do século
XX, tanto a nivel classico quanto quantico, sendo um dos fundamentos da fisica

moderna.

3.3 Os potenciais eletromagnéticos

Outra formulagao do eletromagnetismo, equivalente & descrita acima, pode ser
obtida expressando os campos em termos de potenciais. A partir de (28), po-

demos escrever o campo magnético como o rotacional de um vetor:
B=VxA . (43)
Substituindo esta relagdo em (29), obtemos

-~ 0
VX(EJra)—O , (44)

0 que nos leva a escrever a quantidade entre parénteses como o gradiente de um

campo escalar, resultando na expressao,

E=-V¢-— T (45)
Podemos substituir agora estas expressoes para E e B nas equagoes (27,30).
Obtemos,
- dyi-r (46)
ot €0
V(V.A) = VX = ] + puoeo | — Vo A (47)
ot ot?

Estas sao as equagoes de Maxwell nao homogéneas escritas em termos dos po-
tenciais. Lembre-se que as equagoes de Maxwell homogéneas conduzem as de-

finigdes dos potenciais. As equagoes escritas em termos dos potenciais parecem

12



mais complicadas. Mas, isto é apenas aparente, como veremos a seguir. Na
verdade, os potenciais ¢ e A permitem simplificar a obtengao dos campos E e

B para uma dada distribuicao de cargas e correntes.

3.4 As transformacoes de calibre

Os potenciais escalar e vetor ¢ e A ndo sdo tnicos. As expressoes para os campos

E e B permanecem inalteradas se fizermos as redefini¢oes

A = A+Vy , (48)
d

/ — —

¢ = 73X (49)

onde x é uma fungao arbitrdria da posigao e do tempo, x = x(7,t). Isto é con-
sequéncia do fato que os campos E e B sio as quantidades fisicas mensuraveis
enquanto que os potenciais ¢ e A sio grandezas auxiliares nao tendo, a nivel
puramente cldssico, realidade fisica* As transformacoes (465,466) siao denomi-
nadas transformacoes de calibre, e deixam invariante as equacoes de Maxwell,
visto que EeB permanecem os mesmos. Observe-se que tratam-se de trans-
formagoes distintas daquelas que envolvem passagem de um referencial inercial
a outro, que implicam mudancas de coordenadas: as transformacoes de calibre
referem-se aos potenciais e nao aos referenciais.

Utilizando a invariancia resultante das transformagoes (465,466) podemos
impor uma condigao sobre os potenciais, visto que eles sao definidos a menos de
uma funcao arbitraria x. Esta funcao arbitraria pode ser escolhida de maneira a
eliminar uma das componentes do conjunto dos potenciais ¢ e ff, ou de forma a
estabelecer uma relagao entre elas. Uma condigao bastante ttil é a denominada

condicdo de Lorentz, que se escreve °

19
c2 ot

4Isto é inteiramente andlogo aos potenciais a partir dos quais se derivam as leis de forca,

V.A+ ¢ =0. (50)

quando conservativas, na Mecéanica newtoniana. Entretanto, este cariter puramente auxi-
liar dos potenciais eletromagnéticos nao é preservado a nivel quantico, como indica o efeito
Aharonov-Bohm, ver por exemplo J.J. Sakurai, Modern quantum mechanics, Addison-

Wesley, Nova Iorque (1994).
50 fator ¢ nesta expressio é introduzido de maneira a torné-la homogénea dimensional-

mente, visto que [A]/T = [¢]/L — [A] = (T'/L)[¢], onde os colchetes designam a dimensao

das quantidades em questao.
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Podemos entender a possibilidade de se impor esta condicao considerando inici-

almente o caso onde (50) ndo é satisfeita. Utilizando as transformagoes (465,466),

obtemos )
1 1 0¢' 1 0%x
VA+—— VA + 222 4V — — =2, 51
- 26t¢ TEar TV X" @ (51)
A funcéo x é arbitréria. Logo, podemos escolhé-la de tal forma que
¢/ 1 82
— — 52
V.A + 2 o ~Vix + 29 (52)

obtendo (50).

Usando a condigao de Lorentz, as equagoes (46,47) se escrevem,

1 92

S Y9 w2y = P
Sao-V = L (53)
1 02 -
= 8t2A VA = i . (54)

No vécuo, essas equacoes se reduzem a,

¢ = 0 , (55)
04 = 0 . (56)
Essas sao as equagoes de onda para os potenciais ¢ e A.

A imposicdo de um calibre deve em princicipio fixar os potenciais Ae o.
No caso do calibre de Lorentz expresso pela equagdo (50), e obtido da forma
descrita acima, os potenciais nao estao, entretanto, ainda completamente fixa-
dos: existe uma liberdade residual na definicao dos calibres, representada pelas
transformagoes

A= A+Vy |, ¢e¢—— , (57)

que conecta diferentes conjuntos de potenciais (¢, ) que satisfazem (50), desde
que

Ox=0 , (58)

como pode ser verificado a partir de (52). Observe que, agora, x, ao contrario
do caso anterior, nao é uma fungao completamente arbitraria, mas deve satis-
fazer a equagdo de onda homogénea (58). Uma transformacao do tipo (57),
com o campo x satisfazendo a condigdo (58), ndo apenas mantém invariante as

equagoes de Maxwell, mas também preserva a condigdo de Lorentz (50). Isto
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estd relacionado com o fato que as ondas eletromagnéticas sdo ondas transver-
sais com duas diregoes de polarizagao possiveis, contendo portanto dois graus
de liberdade. Observe, assim, que a fixagao do calibre de Lorentz implica em
uma familia de potenciais, conectadas pelas transformagoes (57) suplementadas
pela condicao (58).

A invariancia por transformagoes de calibre implica mais do que a liberdade
para se impor condigoes sobre os potenciais. Na verdade, é necessario utilizar
esta propriedade de invariancia pela redefinicdo de potenciais, do contrario o
sistema contera graus de liberdade espurios, no sentido de serem nao fisicos. A
escolha de um calibre (nao necessariamente o de Lorentz) é uma necessidade di-
tada pelo fato que se tem mais variaveis do que equagoes, visto que a equacao da
continuidade, por exemplo, implica uma relagao entre as equagoes de Maxwell.
Do ponto de vista matematico, é preciso impor uma condigao de calibre para

que as solugoes sejam tUnicas.

4 O eletromagnetismo e as transformacoes de

Galileu

Vimos na segdo (2.2) que as equagoOes resultantes das leis de Newton sdo in-
variantes pelas transformacgoes de Galileu. Uma vez que estas tranformagoes
expressam como mudam as relagoes entre as grandezas cinemaéticas quando se
passa de um referencial inercial a outro, é imprescindivel analisar as implicagoes
das transformacoes de Galileu para as equagdes de Maxwell. Uma transformacao
geral de coordenadas, passando do sistema z, y, z, t para o sistema z’, 3/, 2/, t

se escreve,
xl = 35/(307%2»15)’9/ = y/(%yaZ,t)’Z/ = Zl(xay7z7t>7t/ = t/(%ya%t) (59)

onde incluimos a transformacao para a coordenada temporal de maneira a pre-
parar o terreno para uma classe de transformagoes mais geral que as de Galileu.

Sob uma transformacao do tipo (59), as derivadas parciais se transformam como,

9 oo oy 020 od .
dr  Ox 0x' Oz 0y  Oxrdr Oz ot
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9 _ oo o 0l oo o

dy Oy ox' Oy dy Oy oy  dyot

0 _odo oo 9o oo .

0z 0z 0x  0z0y 0z07 0z0t

0 ox’ 0 oy 0 02" 0 ot o

o = otor ordy T otos T otor (63)
Considerando agora o caso particular das transformacoes de Galileu (4, 5,6,7),
obtemos

0 0 ~
— / _ = —
v=v , % o V.V (64)

Observe que a derivada parcial em relagdo ao tempo nao é invariante pelas
transformagoes de Galileu. Isto se deve ao fato que estas transformacoes envol-
vem explicitamente o tempo. Mas, é imediato observar que a derivada total em

relagao ao tempo permanece invariante, como se deveria esperar:

d d
priaie (65)
De fato, a derivada total em relagao ao tempo pode ser escrita como
d 0
—=—=—+4U-V 66
a ot " (66)

Usando as transformacoes acima e empregando a lei da adigao das velocidades,
obtemos (65).
Em relagao aos termos de fonte, densidades de carga e corrente, as trans-

formagoes de Galileu conduzem a

2 —

p=p , j=pi=p@+V)=7+e&VV-E , (67)

onde utilizamos o fato que p é uma fungao escalar e que V-E = p/€o. Aplicando-

se estas expressoes nas equagoes de Maxwell, obtemos

v.E = £ | (68)
€0
V-B = : (69)
q B - .
VxE = 2B (70)
/ 53 21 aE 7 o 7 Ay 7l
V'xXB = poj +,uoeo[ﬁ+VV-E—(V-V)E] (71)

Obviamente, as "novas”equagoes de Maxwell diferem das equagoes originais.
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Entretanto, temos ainda a liberdade de redefinir os campos Ee B. Afinal,
um observador em repouso em relagdo a uma carga elétrica identifica unica-
mente a existéncia de um campo elétrico, ao passo que um observador em movi-
mento em relacdo a esta mesma carga identifica a existéncia de campos elétrico
e magnético. Portanto, as transformagoes de Galileu, aplicadas a um sistema
de cargas e correntes, devem fazer ”aparecer” ou ”desaparecer” componentes dos
campos elétrico ou magnético. Em vista disto, é natural admitir que as ex-
pressoes que relacionam os campos elétrico e magnético medidos por diferentes
observadores inerciais dependam da velocidade relativa entre estes observado-
res. Mas, como determinar as relagoes conectando os campos em diferentes
referenciais? Lembramos inicialmente que as dimensoes dos campos elétrico e
magnético no sistema SI se relacionam como [E] = £[B], onde L e T' designam
as dimensoes espaciais e temporais respectivemente. Podemos entao, por ar-
gumentos dimensionais e em funcao da situagao descrita anteriormente sobre a
medida dos campos criados por uma carga elétrica feita por dois observadores
inerciais diferentes, escrever os campos elétrico e magnético no referencial .S em

termos dos campos medidos no referencial S’ como

o il Ve >/ 53 53 b= 'l

E=FE +aV xB | B:B—C—QVXE , (72)
onde a e b sao constantes adimensionais a serem determinadas ulteriormente.
Estas seriam as relacoes mais simples que visam reobter as equagoes de Maxwell
reescritas inteiramente em termos das novas coordenadas z’,3’, 2’ e dos novos
campos E'eB.

Utilizamos, agora, as relagoes vetoriais,

-,

<
X
<
X
I

—(V-V)A+V(V-A) - ANV -V)+(A-V)V , (73)
V- (VxA) = -V (VxA)+A-(VxV) . (74)

Aplicadas aos campos Ee E, e lembrando que Vé constante, aquelas relagoes

nos fornecem,

V-E = V-E—aV-(VxB) |, (75)
R o b

VB = VBtV (VxE) , (76)

VXE = VXE/—G (VV)EI_VVE/ ’ (77)

17



VxB = VX§’+C% (V-VYE' -VV-E'| | (78)

Para que as equacoes de Maxwell que envolvem divergéncias dos campos EeB
permanecam invariantes, é necessario impor a = b = 0. No entanto, com estas
escolhas, as demais equagoes de Maxwell, aquelas que envolvem os rotacionais
dos campos, sao alteradas pelas transformagoes de Galileu. Assim, uma inspegao
direta de todas estas transformagoes mostra que nao é possivel recuperar a forma
original das equacoes de Maxwell para nenhum valor das constantes a e b.

Isto pode ser visto de uma forma mais direta, utilizando-se a equacao de
onda para o potencial ¢. Temos,
0%¢ -

D=5

AVip=0 . (79)

Aplicando-se o fato que V = V' e que g—; = BBTZ fQV.V’%Jr(v.V’V, obtemos,

9? L 00 o
529~ 2V.V’% +(V.V)2p—cAV72p=0 (80)

que ja nao representa uma onda se propagando com velocidade c¢. De fato, se

uma onda plana tal que
(@ 1) = Aelr=RD (81)

onde A é uma constante, é solucao de (79), com w = |k|, por outro lado a solucdo
de (80) exige que
w=kl(c=V-7A) , (82)

onde 77 é o vetor unitdrio que indica a direcdo de propagacdo da onda ele-
tromagnética. Isto estd em acordo com o fato que, na cinematica galileana,
diferentes observadores medem diferentes velocidades, a diferenca entre as velo-
cidades sendo determinada pela velocidade relativa dos referenciais. Mas, como
a equacao da onda (79) é consequéncia das equagoes de Maxwell, isto quer di-
zer que diferentes observadores escrevem as equagoes de Maxwell de diferentes
maneiras. Assim, o eletromagnetismo nao é invariante pelas transformacoes de
Galileu, ao contréario do que acontece com a mecéanica Newtonina.

A nao invariancia das equagoes de Maxwell com relagao as transformacoes de

Galileu pode ser resolvida se considerarmos que estas equacoes sao validas em
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um referencial bem definido. Isto é o que acontece com as ondas mecénicas, um
exemplo sendo as ondas sonoras: a equagao de onda correspondente é escrita
no referencial de repouso do meio onde se propaga esta onda, no caso o ar;
em outros referenciais em movimento em relacdo a este meio, a equagao de
propagacgao da onda sonora assume uma forma bem diferente da equagao usual
da onda. Isto implica, por exemplo, que um observador que se aproxima de uma
fonte em repouso neste meio nao é uma situacao equivalente a uma fonte que se
aproxima, com a mesma velocidade, de um observador em repouso em relagao
ao meio (isto serd discutido com maior detalhe na secao 3.4); a existéncia de um
meio onde uma onda se propaga implica em um referencial privilegiado para os
fendmenos relativos a esta onda. No caso da luz, postulou-se que este referencial
seria o do éter, meio onde as ondas eletromagnéticas se propagariam e onde elas
teriam velocidade ¢. Mas, fazendo experiéncias com sinais luminosos, seria em
principio possivel detectar este meio, como é o caso com as ondas sonoras. Esta
experiéncia foi feita por A.A. Michelson e E.W. Morley, em torno de 1888, e
repetida diversas vezes depois, cada vez com maior refinamento técnico, e seu

resultado foi negativo: nao houve indicios da existéncia do éter.

5 A experiéncia de Michelson-Morley

A teoria eletromagnética de Maxwell prevé a existéncia de ondas eletromagnéticas.
A luz é, tdo somente, onda eletromagnética em uma dada faixa de comprimento
de onda. Durante o século XIX, admitia-se que a luz se propagava no éter,
que é um referencial bem particular. Esta hipdtese era conforme ao paradigma
das ondas mecéanicas. Se é assim, é natural assumir que a Terra se desloca em
relagao a este meio. Uma indicagao que a Terra se desloca em relagao aoéter é
o fenémeno da aberragao da luz. O fendmeno da aberragdo da luz refere-se ao
fato que a direcao da velocidade da luz emitida por uma estrela, medida por
um observador na Terra, muda durante o periodo de tempo em que a Terra
descreve sua orbita em torno do Sol. Se existe um meio onde a luz se propaga,
no caso o éter, este fendmeno implica que a Terra se desloca em relacao ao éter:
o movimento aparente da estrela devido a velocidade de translagao da Terra sé

pode ser compreendido se a luz se propaga com velocidade fixa ¢ no meio inte-
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restelar que seria inteiramente preenchido por este meio material indectetével®.
O fenémeno de aberracao da luz serd discutido mais em detalhe no préximo
capitulo’. Se Terra se desloca em relacio ao éter, onde a luz teria velocidade
¢, seria possivel medir os efeitos devido a este deslocamento, fazendo interferir
feixes de luz que se propagam paralela e perpendicularmente & direcao do deslo-
camento da Terra em relagao ao éter. E um efeito similar ao da propagacao da
onda sonora na diregao paralela ou perpendicular do vento, que é o movimento
do meio onde se propaga a onda sonora, o ar.

A experiéncia de Michelson-Morley consistia precisamente em detectar o
”vento”’do éter. Trata-se de uma experiéncia de interferometria. Envia-se um
feixe luminoso sobre um espelho semi-transparente. O feixe se divide em dois,
que se propagam em diregoes perpendiculares. A distancias Ly e Lo do espelho
semi-transparente se encontram espelhos totalmente refletores. Os feixes s@o
assim enviados novamente ao primeiro espelho, onde eles se interferem.

Considerando que uma das direcoes estd orientada no sentido do desloca-
mento da Terra, e a outra perpendicularmente, que a Terra se desloca com
velocidade V' em relagao ao éter, onde a luz tem velocidade ¢, usando a lei ga-
lileniana de adicao das velocidades, os tempos gastos na ida e volta ao espelho
semi-transparente, nas dire¢oes paralela (77) e perpendicular ao movimento de

translacao da Terra (T»), sdo

Ly Ly 2L,
T, = = 83
1 C—V+C+V C( _%22) ) ( )
T, = # . (84)
e/ (1= %)

Estes tempos sao diferentes mesmo se as distancias Ly e Lo forem iguais. Mas,

para evitar problemas de medidas, como os relacionados com o conhecimento

6 A n3o ser eventualmente pelos fenémenos relacionados & propagacao da luz.
"Entretanto, vale assinalar que a posicdo das estrelas apresenta um movimento aparente,

visto da Terra, devido a dois fendmenos distintos: a paralaxe e a aberragdo. Ambos serdo
discutidos no préximo capitulo. Podemos, no entanto, antecipar que os dois fendmenos podem
ser distinguidos uma vez que o movimento aparente das estrelas devido a paralaxe depende
da posi¢cao da Terra ao longo de sua Orbita, ao passo que o movimento aparente devido a
aberracao depende da direcdo da velocidade da Terra ao longo de sua érbita. Além do mais,
somente as estrelas mais préximas apresentam uma paralaxe apreciavel, enquanto todas as

estrelas apresentam um deslocamento aparente devido a aberragao.
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impreciso de Ly e Lo, é mais simples considerar L # Lo, e repetir a experiéncia
depois de girar todo o dispositivo de um angulo § = 5. Se a velocidade da luz
depende da direcao, devido ao deslocamento da Terra em relacao ao éter, havera
um deslocamento das franjas de interferéncia quando for feita esta rotacao.

Esse deslocamento das franjas nao foi observado. Michelson e Morley re-
petiram e aperfeigoaram esta experiéncia por mais de dez anos. A conclusio
imediata é que o ”vento” do éter nao existe. Isto compromete a existéncia do éter
e de um referencial privilegiado para as ondas eletromagnéticas. Observe-se, en-
tretanto, que a experiéncia de Michelson e Morley nao implica necessariamente
que a luz tem uma velocidade constante que é independente do observador.
Na verdade, as transformagoes de Lorentz, a serem introduzidas ulteriormente,
foram inicialmente propostas visando explicar o resultado negativo desta ex-
periéncia: haveria uma contragao dos corpos na direcao do movimento, como
sugerido inicialmente por Fitzgerald e Lorentz, o que explicaria a auséncia de
alteracao das franjas de interferéncia quando o aparato era girado.

As transformacoes de Lorentz, formuladas originalmente para explicar o re-
sultado negativo das experiéncias de Michelson-Morley, foram obtidas conjunta
e independentemente por Lorentz e Poincaré antes do surgimento da teoria da

Relatividade Restrita.

6 Os dois axiomas da relatividade restrita

Existe uma classe de ”bons” observadores em Fisica: sao os observadores loca-
lizados em referenciais inerciais. A situacao descrita anteriormente mostra que
as leis de Newton sao validas para todos os referenciais inerciais, se as medidas
feitas em diferentes referenciais sao conectadas pelas transformacoes de Galileu.
Entretanto, o eletromagnetismo nao possui esta invariancia, e se quisermos man-
ter as transformacoes de Galileu, temos que supor um referencial privilegiado
onde as equagdes de Maxwell sejam véalidas. A experiéncia de Michelson-Morley
mostra, por outro lado, que nao existe tal referencial privilegiado. Isto cria um
impasse: se aceitarmos que as leis da Fisica sdo as mesmas em todos os referen-
ciais inerciais, entao ou as transformagoes de Galileu tém que ser modificados,

conduzindo também a uma modificacao da mecanica Newtoniana, ou o eletro-
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magnetismo deve ser modificado de forma a se adaptar as transformagoes de
Galileu.
Este impasse é resolvido na Relatividade Restrita através de dois axiomas

fundamentais:

1. Todos os observadores localizados em referenciais inerciais escrevem as leis

da Fisica da mesma forma;

2. A velocidade da luz, ¢, é uma constante universal, tendo o mesmo valor

em todos os referenciais inerciais.

O primeiro axioma poe todas as leis da Fisica no mesmo nivel, do ponto de
vista da invaridncia por uma transformacgao de um referencial inercial a outro.
Mas, a mecanica Newtoniana nao obedece as mesmas leis de transformacao que
o eletromagnetismo. O segundo axioma tem como consequéncia que a equagao
para as ondas eletromagnéticas guarda a mesma forma em todos os referenciais
inerciais. Assim, o segundo axioma implica que as equacgoes de Maxwell sao
invariantes em relacao a passagem de um referencial inercial a outro e que,
consequentemente, as transformagoes de Galileu nao constituem a boa forma de
traduzir as medidas de um referencial para outro. Como corolario, temos que
a mecanica Newtoniana tem que ser modificada. E necessario, entao, encontrar
as boas leis de transformagao, e adaptar a mecanica Newtoniana a elas.

O primeiro axioma seria, de uma certa forma, compartilhado por um fisico
newtoniano. Entretanto, o segundo axioma representa a ruptura com a fisica
newtoniana visto que ele estabelece que a velocidade da luz nao depende de
quem a mede. Este axioma conduz a resultados inesperados. Estes resultados
serao discutidos detalhadamente mais tarde. No momento, analisemos o que
significa definir um sistema de referéncia. E preciso, em primeiro lugar, se ter
uma medida de distancia e uma medida de tempo. Utilizando-se o segundo
postulado da Relatividade Restrita, pode-se estabelecer medidas de distancias
e temporais utilizando-se feixes luminosos. A distancia de um certo ponto a
origem pode ser obtida, colocando-se neste ponto um espelho refletor: envia-
se um feixe luminoso, que retorna ao ponto de partida. Mutiplica-se o tempo
de ida e volta do feixe por ¢ e divide-se depois por dois. Isto nos fornece a

distancia deste ponto. A medida de tempo, por outro lado, implica em que em
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cada ponto do referencial deve-se ter um relégio e o conjunto destes relégios deve
estar sincronizado. Para obter-se a sincronizagao, envia-se um feixe luminoso a
partir da origem, no instante que por convencao se considera t = 0. Quando o
feixe passar por um relégio a uma distancia x da origem, ele deverd indicar o
tempo ¢t = Z.

Um dos problemas que decorre dos axiomas da Relatividade Restrita é que
nao se pode utilisar os dados de um referencial S para se estabelecer medidas
de distancia e tempo em um outro referencial S’ em movimento em relagao a
S. Suponhamos um referencial S onde identificamos dois pontos A e B equidis-
tantes da origem, possuindo relégios sincronizados. Consideramos agora pontos
A’ e B, também equidistantes da origem no referencial S’. Se o observador em
S’ utilizar o sinal luminoso que o observador em S usou para sincronizar seus
relégios, ele poderd sincronizar os tempos de A’ e B’, mas encontrard que os
tempos de A e B néo estarao sincronizados, ja que a velocidade da luz é a mesma
nos dois referencias, mas para o observador em repouso em S’, os pontos A e
B se deslocam durante o processo de sincronizagao. Em consequéncia, relégios
sincronizados em um referencial, ndo o serao em outro referencial.

Para entendermos melhor esta questao, precisamos primeiro achar as leis de

transformacdes que resultam dos dois axiomas da Relatividade Restrita.

7 As transformacgoes de Lorentz

Nosso objetivo agora é estabelecer como se traduzem os dados fisicos de um
referencial inercial S para outro referencial inercial S’, quando os axiomas da
Relatividade Restrita sao respeitados. Procuremos inicialmente utilizar a forma
geral de se passar das coordenadas (Z,t) medidas no referencial S para as coor-
denadas (#',t) no referencial S’. A velocidade relativa, constante, entre os dois
referenciais é V.

Suponhamos inicialmente que o observador em repouso em S siga 0 movi-
mento de um relégio que se desloca em relacao a ele com velocidade constante8.

O tempo medido por este relégio é 7. Devido a homogeneidade do espaco,

8Esta secdo segue de perto a apresentacio do texto Introduction to special relativity,

de Wolfgang Rindler.
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incrementos iguais em 7 implicam incrementos iguais nas coordenadas (Z,t).

Logo,
dzt d2zt
;—T = constante de =0 |, (85)

onde =0, 1, 2, 3, sendo quez® = ct, 2! =z, 22 = y e 23 = 2. Isto deve ser

também verdade para o observador no referencial S’: incrementos iguais em 7

implicam incrementos iguais em (Z',t'). Mas,

dxt’ oxt’ dxv
d’r = : W? = constante 5 (86)
d?zH 2zt dxv dz Ozt d?z”
_ ptadi =0 . 87
dr? VZ; OxvOx™ dr dr + - Oz, dr? (87)

Nos obtemos assim as condigoes de transformacao do sistema de coordenadas

x# para o sistema z"’:

%Z:l = constante ; (88)
% = 0. (89)

Logo, a transformacao de z* para z*' tem a forma,
ot =" At + B (90)

onde A*, e B* sao constantes. Suponhamos agora que o relégio esteja em

repouso na origem do sistema S. Assim, z° = 0 e diferenciando (90), temos

' = A%dt (91)
de’ = Alydt (92)

conduzindo a G Al
TG = A—OZ = constante . (93)

Isto implica que a primeira lei de Newton é vilida: um relégio em repouso em
S tera velocidade constante em S’.

Nés podemos usar a isotropia do espaco (nada se altera se girarmos os eixos
coordenadas), de forma que o eixo x seja paralelo ao eixo z’. Da mesma forma,
nés podemos fazer com que os planos definidos pelas coordenadas y = 0 ey’ = 0,

assim como o definido por z = 0 e 2’ = 0, sejam os mesmos. A homogeneidade
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do tempo nos permite que fagamos ¢t = 0 coincidir com ¢’ = 0. Se o referencial
S’ se desloca em relagao a S com velocidade constante 1% que, por simplicidade e
usando as propriedades de simetria descritas acima, escolhemos como orientada
ao longo do eixo x, entao a origem de S’ terd coordenada x = Vt, medida em S.
Além do mais, suponhamos que as equacoes de transformacao de coordenadas

sejam invariantes em relagao as seguintes operagoes:

t7xay7z ) t/am/7ylaz/ — t/a_xlayla_zl ) ta —T,Y,—=% 5 (94)

t,x,y,z ) t/axlvylwz/ — tlv_xl7 _y/azl ’ tv -, =Y,z - (95)
Estas operagoes equivalem a inverter os papéis de S e S'.

No6s podemos agora buscar as transformacoes que satisfazem as condigoes

acima. Uma vez que a transformagao deve ser linear, temos,
Yy =Ar+By+Dt+E . (96)

Mas, y = 0 implica ' = 0. Assim, A = D = E = 0. Considerando a primeira

inversao acima temos,
y=By =B* — B=+1 . (97)

Mas, no limite V' — 0, a transformagao deve se reduzir a identidade. Assim,

temos B = 1. O mesmo raciocinio se aplica a coordenada z. Logo,

Consideremos agora a coordenada z. Utilizando novamente a condicao de

linearidade, temos

' =Tx+ Fy+ Gz+ Ht . (100)

Nés j& vimos que 2’ = 0 implica z = Vi. Assim, F = G =0e¢ H = -TV,
resultando em,

¥ =Tx-Vt) . (101)

A inversao xy conduz a

x=T"+Vt) . (102)
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Para calcularmos o parametro I' usamos o segundo axioma da Relatividade
Restrita. Como a velocidade da luz é a mesma em todos os referenciais inerciais,

se uma frente de onda é emitida no momento ¢t = ¢’ = 0, ndés temos,

= T(e-V)it , (103)
c¢ = Tle+V)t' . (104)
Temos entao,
Attt = T*(P-V?)
r — c
o Je—ve
1
r = —— . (105)
1- ¥

Escolhemos o sinal positivo da raiz de maneira a se ter a transformacao identi-
dade quando V — 0.

A lei de transformacao para ¢’ decorre das precedentes:
¥ = T(x-Vt) |,
x = D@ +Vvt) |
r = T {F(m - Vt)+ Vt’] ,

vt = z(1-T*)+T°Vt |,

vt = FQ(Vt—-ij> ,
t = F(tfc—Qx) : (106)
t = F(t’+cK2x’) : (107)

Desta forma, nds temos o seguinte conjunto de transformagoes entre as co-

ordenadas do referencial S e as do referencial S’:

v V
t'=T(t - 0—21;) ;o t=T{ + C—Qsc') ; (108)
2 =T(x—Vt) ; x=TE + V) ; (109)
y=y , Z=2  y=y , z=2 . (110)

Estas expressoes sao denominadas Transformagcées de Lorentz.
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Nés podemos mostrar que, se a secao espacial de S é euclidiana, a de S’

também o serd. A distancia percorrida por um raio luminoso, em S, é dada por
Adt* = da® + dy? +d2* . (111)

Aplicando as transformacoes de Lorentz, temos,

? [FQ(dt’ + ;dx’)z] = T2(da’ + Vdt')? +dy* +d2"” |
AP (AT —T2V?2) = do/*(2 — ijr% +dy +d”
C
Adt? = da? +dy” +d? . (112)

Isto nos assegura que o espaco tridimensional observado por S’ permanece eu-

clidiano.

8 Propriedades das transformacoes de Lorentz

Vamos analisar algumas consequéncias das transformagcoes deduzidas anterior-
mente. Um conceito importante que sera utilizado sucessivamente aqui é o de
evento. Um evento é um fendmeno que ocorre em um ponto do espago, em um
dado momento. Assim, a um evento P nés associamos quatro coordenadas, uma,

—

temporal e trés espaciais: P = P(t, T)

8.1 O conceito de simultaneidade
Consideremos dois eventos no referencial S tendo coordenadas,

Po= (1) (113)
P2 = (tg,!L‘g) . (114)

Suponhamos agora que t; = t3: 0s eventos s@o simultaneos no referencial S.
Consideremos um referencial S’ que se desloca em relagao a S com velocidade
constante V', ao longo do eixo x. As coordenadas temporais destes dois eventos

medidas no referencial S’ sdo,

, 14
tl F(tl - 072111) y (115)

%4
to’ [ty — ?23”2) : (116)
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Como t; = tg, temos,

v
At/ = tzl — tll = F?(xl - xg) . (117)

Visto do referencial S’, estes dois eventos nao sdo simultaneos. Eles s6 o serao
se r1 = x2. Mas, neste caso, eles constituiriam um tunico evento, visto que P;
ocorreria no mesmo lugar e no mesmo momento que P,. Observe-se que, no re-
ferencial S/, o evento P; pode ocorrer antes ou depois do evento P>, dependendo
do sinal de Az = 21 — x2. Isto é possivel, como veremos mais tarde, porque se
os eventos sao simultaneos em um dado refencial, necessariamente eles nao tém
conexao causal. Desta forma, a ordem temporal com que eles sdo vistos em um
outro referencial é irrelevante.

O fato que nem todos os observadores concordam sobre quais fenémenos sao
simultaneos é um das chaves para compreender muitos dos aparentes parado-
xos da relatividade restrita. A nogao de simultaneidade na teoria newtoniana
¢é absoluta: todos os observadores concordam sobre quais sao os fenémenos que
ocorrem ao mesmo tempo. Mas, este nao é mais o caso quando se substitui as
transformagoes de Galileu pelas transformagoes de Lorentz. Como veremos de-
pois, esta "relativizagao”do conceito de simultaneidade esta intimamente ligada

a nocao de causalidade em relatividade restrita.

8.2 A contracgao das distancias

Consideremos uma régua de comprimento L em repouso em um referencial S.
Essa régua terd seu comprimento medido em um referencial S’ que se desloca
com velocidade V' em relacao a S. Para fazer esta medida, o observador em S’
deverd assinalar, simultaneamente, as posi¢oes das duas extremidades da régua.
Utilizando as transformagoes de Lorentz, e considetrando que as medidas sao

feitas no mesmo tempo t} = ¢, obtemos,

xe = D(ab+Vty)
. = D@, +Vt) ,
Ar = zy—x =TAz" . (118)
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Visto que Az = L, escrevendo o comprimento da régua no referencial S’ como

L v\ 2

Az’ = L', obtemos,

Assim, o comprimento da régua medido em S’ é menor que o medido em S.
Isto caracteriza o que se denomina de contracao das distancias. Notemos que a
régua tera comprimento maximo no referencial onde ela estd em repouso.

Essa contracao é, de fato, um efeito de ”perspectiva”’do observador que vé
a régua em movimento. Consideremos um exemplo. Um observador estd em
repouso em um referencial S onde as distancias sao graduadas. Duas réguas
de mesmo comprimento L se deslocam no referencial S com velocidades iguais
mas opostas. As extremidades destas réguas sdo designadas por PQ e por
P'Q’. O ponto P(Q) encontra o ponto P’(Q’) no mesmo momento em S. Se
nés considerarmos agora estes eventos vistos do referencial S’ da régua PQ,
o encontro de PP’ ocorre depois do encontro QQ’, ji que, neste referencial,
a régua P'Q)’ parecerd menor que a régua PQ; além disto, visto a partir do
referencial S” da régua P’'Q’, o encontro QQ’ ocorre depois que o de PP’ pelo
mesmo motivo. Vé-se aqui um exemplo da relatividade da simultaneidade.

A contragao das distancias pode conduzir a ”falsos” paradoxos. Considere-
mos o seguinte caso. Um carro de 20m de comprimento, em seu préprio refe-
rencial, se aproxima de uma garagem que, também no seu referencial préprio,
mede 10m, com velocidade V. Pode o carro entrar na garagem? Suponhamos
V = 0,866¢, de maneira que I' = 2. No referencial da garagem, o carro tera
comprimento igual a 10m, e assim ele podera entrar inteiramente na garagem.
Mas no referencial do carro, a garagem medird 5m, e aparentemente o carro nao
caberia nela. Como podemos conciliar isto com o principio da simetria entre os
referenciais?

Vamos nos por agora no referencial do carro. A frente do carro encontra o
fundo da garagem. A parte traseira do carro ainda nao recebeu o sinal deste
evento. Ela o receberd num tempo t = % depois. Mas, durante este tempo, a
parte traseira tera se deslocado uma distancia igual a x =tV = 17,32m. Como
a distancia entre a porta da garagem e a parte traseira do carro era de 15m, todo

o carro tera atravessado a entrada da garagem quando o observador na parte
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traseira receber o sinal que a parte dianteira chegou no fundo da garagem:
eventos que eram simultaneos no referencial da garagem, correspondendo as
partes dianteira e traseira no interior da garagem, nao o sao no referencial do
carro. A solucao deste paradoxo se encontra na propagacao finita dos sinais, em

especial a da luz.

8.3 A dilatagao do tempo

Consideremos, como antes, dois referenciais S e S’ com velocidade relativa V.
Suponhamos que no referencial S haja um relégio em repouso. Neste referencial
se escoa um intervalo de tempo T = At medido por este relégio. Qual é o
intervalo de tempo T’ = At’ correspondente que medird um observador em
repouso no referencial S’? Utilizamos novamente as transformacoes de Lorentz,
relacionando os tempos t1, to com t}, t, que marcam o inicio e o fim deste

intervalo de tempo em cada referencial:

v
t/2 F(tz - C—ng) s (120)

\%4
/
ty Tty — C—le) . (121)
Como o reldgio estd em repouso no referencial S, temos 1 = z5. Logo,
At =TAt — T =TT . (122)

O intervalo de tempo, que em S é igual a T', sera dilatado para um observador
em S’ por um fator I'. Se T representa um segundo no relégio no referencial S,
este segundo parecerd mais longo para um observador em S’, que concluird que
o reldgio em repouso em S estd se atrasando em relagao ao seu proéprio relégio.

Devido a equivaléncia dos referenciais inerciais, o observador em S dira, pe-
las mesmas razoes expostas acima, que o relégio em repouso no referencial S’
estd se atrasando. A dilatagao do tempo é um puro efeito de movimento relativo
de referenciais inerciais, e evidentemente nao pode conduzir a uma constatagao
absoluta, visto que isto implicaria que os dois relégios, em S e em S’, deveriam
ter seus indicadores de tempo comparado duas vezes no mesmo ponto do espaco.
Mas isto implicaria que um dos relégios deveria "retornar”, revertendo seu mo-

vimento, e isto conduz a uma aceleracao de um dos referenciais, que deixaria
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portanto de ser inercial. Este é o caso do paradoxo dos gémeos, que novamente
é um "falso” paradoxo: dois irmaos gémeos se separam, um ficando na Terra e
o outro empreendendo uma viagem interestelar com velocidade préxima a da
luz. Quando o gémeo "astronauta’retorna, ele se revela mais jovem que o seu
irmao que ficou na Terra. A solucao para este problema estd no fato que o
"retorno”implica na passagem de um referencial inercial para um nao inercial,
e toda a andlise acima nao se aplica mais. Nés trataremos deste paradoxo com

mais detalhe posteriormente.

8.4 Transformacoes de Lorentz na forma diferencial

Escrevamos inicialmente as transformacoes de Lorentz sob a forma de diferencas

finitas:

Vv
At =T (At — C—2A:c) ; Az’ =T(Az —VAt) ; (123)
Ay = Ay , A=Az . (124)

No limite em que o intervalo de tempo e, consequentemente os intervalos de

espaco, tende a zero, obtém-se as seguintes relacoes diferenciais:

1%

d =T(dt — —dz) 3 da’ =T(ds—Vdt) ; (125)
c

dy =dy , di =dz ; dy=dy , dz=d7 . (126)

Essa forma de se escrever é possivel uma vez que a velocidade V', e consequen-

temente o fator I', é constante.

8.5 Existe uma velocidade limite

Consideremos de novo os referenciais S e S’ que tém uma velocidade relativa
igual a V. Se V for maior que ¢, a velocidade da luz, o fator I" torna-se ima-
gindrio. Isto mostra que, para que o formalismo da Relatividade Restrita seja
coerente, contendo unicamente observaveis reais, passiveis de serem medidos,
nenhum objeto pode ter velocidade superior a da luz, ja que a qualquer objeto
podemos associar um referencial. Além do mais, nenhum objeto pode ter a
velocidade igual a da luz, ji que isto implica uma divergéncia do fator I'. A

velocidade da luz é uma velocidade limite na natureza, permitida unicamente
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aos objetos nao massivos. Tais objetos, como o féton e o graviton ?, mediadores
das interagoes eletromagnéticas e gravitacional, por serem nao massivos, nao
podem ter a eles associado um referencial no sentido usual, e suas velocidades
serao, como mostraremos mais tarde, invariantes, e sempre iguais a c.

Além disto, a existéncia de uma velocidade superior a da luz conduziria a
uma violagao da causalidade. Consideremos, por exemplo, dois eventos P, =
(t1,21) e Py = (ta,x9) vistos a partir do referencial S, tal que At =ty —t; >0
e Az = x5 — x7 > 0. Assumamos que o evento P; é causa do evento P,. No

referencial S’, temos,

14 |4
onde
Ax
= — 12
U At (128)

é a velocidade com que o sinal emitido por P; se desloca até atingir P,. Se U for
maior que ¢ de forma que UV > ¢?, entdo At’ < 0, e a ordem de acontecimento
dos dois eventos visto de S’ seria invertida: o efeito aconteceria antes da causa,
violando a causalidade. Observe-se que, fixando U > ¢, sempre serd possivel
encontrar um referencial S’ tal que a condicdo UV > c? serd satisfeita. A tnica
forma de se preservar o ordenamento temporal de eventos que tém conexao

causal é impor a impossibilidade de se ter velocidades superiores a c.

9 O espacgo-tempo de Minkowski

As transformacoes de Lorentz combinam de forma néo trivial as coordenadas
espaciais e temporais. Desta forma, a visao habitual da mecanica newtoniana
de um espaco euclidiano, onde se definem os diferentes referenciais, dotado de
um tempo universal, nao afetado pela mudanca de referenciais, nao é mais ade-
quada. E preciso agora uma concepcao espago-temporal, devido ao fato que
cada referencial define seu tempo, da mesma maneira que define suas coorde-
nadas espaciais. A estrutura criada pelas transformagoes de Lorentz requer um
continuo quadri-dimensional, com trés coordenadas espaciais e uma coordenada

temporal, que se ”deforma”quando se passa de um referencial a outro.

9 Ao contrario do féton, o graviton ainda nao foi detectado experimentalmente
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Podemos construir um diagrama espago-temporal, a quatro dimensoes, e
nele representar os efeitos das transformagoes de Lorentz. De forma a simplifi-
car esta representagao, vamos considerar um espago-tempo bidimensional, com
coordenadas (ct,r) = (z°,21). Definimos a nova coordenada z° = ct de maneira
a se ter homogeneidade dimensional. O eixo z° é definido por 2! = 0 (¢ = 0),
e o eixo x! por z° = 0. Um feixe de luz neste diagrama tem uma trajetéria
retilinea, fazendo um angulo de 7 com o semi-eixo positivo ou negativo de xt,
uma vez que para este feixe, x = ' =ct = 20, As retas que fazem este angulo
com o eixo z! definem o que é denominado de cone de luz. O interior do cone
de luz ¢ a regiao causalmente conectada com a origem.

De fato, qualquer evento P = (z°, 2') localizado no interior do cone de luz
tem conexao causal com o evento da origem Py = (0,0), pois um sinal emitido
a partir da Py, com velocidade inferior a da luz, pode atingir o evento P, se
2% > 0; ou ainda, um sinal emitido de P com velocidade inferior & da luz pode
atingir Py, se ° < 0. Desta forma, a parte superior do cone de luz é constituida
de eventos que sofreram a acdo de Py, ao passo que a parte inferior do cone
de luz é constituida de eventos que agiram sobre Py. Por este motivo, a parte
superior do cone de luz é chamada de futuro, e a parte inferior de passado. As
nocoes de passado e futuro se referem ao evento da origem, Py. Todos os eventos
localizados fora do cone de luz nao tém conexao causal com a origem, ja que
um sinal que os conecte com a origem deve necessariamente se propagar com
velocidade superior a da luz. Notemos, en passant, que um evento P; dentro do
cone de luz de Py pode ter conexdo causal com um evento P, fora do cone de

luz de Py; para tanto, basta que P; esteja dentro do cone de luz de Ps.

Temos pelas Transformagoes de Lorentz,

¥ = F(xOfol) , (129)
C

oV = F(azl—KxO) . (130)
C

. . ! I . . i
Podemos construir os novos eixos (z°', z%"). Para definirmos o eixo 2°, fazemos

. !
= % Da mesma, forma, para obtermos o eixo z!', fazemos

[

2" =0, obtendo

ICO
/ 0 ~ . / ! .
2% = 0, obtendo o= % Os angulos entre os novos eixos (2, x!") e os antigos
eixos (2, x!) sdo dados por tan § = % Observe-se que, visto do referencial S, os

eixos do referencial S’ tém a curiosa forma de uma cunha. Isto se deve & natureza
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hiperbdlica do espago-tempo de Minkowski, como sera discutido mais tarde.
Dito de outra maneira, a forma de cunha é consequéncia do fato que a velocidade
da luz é a mesma nos dois referenciais S e S’: ela deve ser representada pela
bissetriz dos eixos (z0,21) e (2, 21") simultaneamente.
A partir das transformagoes de Lorentz, é facil verificar (veja o exercicio 5)
que
(@)% = (') = @) - (a")* . (131)
0)2

Logo, a hipérbole z2 — c*t? = (21)? — (2°)? = cte permanece invariante quando

aplicamos uma transformagao de Lorentz. Dependendo do sinal da constante
~ . s . . / / .
nessa expressao, a hipérbole corta seja os eixos z°, 2" ou z°, 2%, definindo

unidades de medidas de espago ou de tempo.

10 Transformacoes de velocidades

O observador no referencial S define como as componentes da velocidade de um
objeto que se desloca no espago como sendo

_d:v _@ _dz

UI_E ) Uy_dt ) UZ_E )

(132)

enquanto o observador no referencial S’ define as componentes da velocidade
deste mesmo objeto como sendo

, da’ ,_dy , d

A e (133)

(%

Podemos relacionar as componentes da velocidade deste objeto medidas em S’

com as medidas em S através das transformagoes de Lorentz. De fato, temos

p dx’ dl'(z — Vi))
v = _———
e dt’ dl[(t — %)
dx —Vdt Vg —V
it~ T 1- Vg (134)
o o= W_ Ay
dt’ d[l(t — %a)]
dy Vy
L(dt — dr) T(1— Y4 (135)
, dz' dz
v = _—
? dt' d[l(t — L)



dz U,
— — . 136
I(dt— %dz) T(1-Y%) (136)

Ao fazermos esta deducao nés utilizamos o fato que V, a velocidade relativa
entre os dois referenciais, e consequentemente I', é constante.
Podemos entao resumir as leis de transformacao ligando as componentes da

velocidade do objeto medidas em S e em S’ pelas expressoes:

-V
wos T (137)
2
/ Uy
o o= —Y 138
N Ty .
/ Uz
v, o= —— . 139
Oy )

Observe-se que, muito embora o movimento relativo entre os dois referenciais
seja ao longo do eixo x, as componentes da velocidade ao longo dos eixos y e z
sao afetadas. Isto se deve ao efeito de dilatacao do tempo.

Uma consequéncia notavel das transformagoes (137),(138),(139) refere-se a
medida da velocidade da luz. Se no referencial S um feixe de luz se propaga
com velocidade ¢, ao longo do eixo positivo dos z (logo v, = ¢), este mesmo

feixe serd visto no referencial S’ com velocidade

c—V c—V

Assim, os dois referenciais concordam que a velocidade da luz é igual a c.

As transformagoes (137),(138),(139) se reduzem as galileanas quando a velo-
cidade relativa entre os referenciais é muito pequena em relacao a velocidade da
luz. Neste caso, podemos desprezar todos os termos envolvendo %, e assumir

I' = 1, e reencontramos as transfomagoes usuais da cinematica newtoniana.

11 Comparando a cinematica lorentziana com a

galileana

Em situacoes onde a velocidade dos corpos envolvidos no problema é muito pe-
quena em relagao a velocidade da luz, nés podemos utilizar a férmula de adigao
das velocidades galilenianas em vez das transformagées (137),(138),(139): a dife-

renca entre os resultados fornecidos por essas diferentes expressoes para a adigao
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das velocidades é desprezivel. Entretanto, quando as velocidades dos corpos se
tornam comparaveis com a da luz, entao inevitavelmente deveremos usar as
transformagodes lorentzianas. Exemplifiquemos isto com dois casos concretos.

Consideremos dois corpos cujas velocidades, medidas em um referencial S,
tém o mesmo valor em médulo, a mesma direcao mas tém sentidos contrarios.
Identifiquemos a direcao destas velocidades como sendo o eixo z. Em um pri-
meiro caso, consideremos que o médulo da velocidade destes corpos é |vi]| =
lvg| = 72’%” = 207. Velocidades como estas aparecem normalmente em uma
rodovia. Qual é a velocidade com que o observador localizado em um dos corpos
vé o outro?

Suponhamos que o corpo 1 se mova no sentido positivo dos x. Se identi-
ficarmos o referencial S’ como um referencial co-mével a este corpo, teremos,

utilizando a lei das transformagoes das velocidades galileanas,

k
V =y~ V =20, = 14477" =402 | (141)
S

Utilizando a expressao lorentziana (137), temos

’U1—V o 21)1
1-Yp )

/
'Ul:

(142)

Logo, as duas formas de calcular a velocidade vista pelo observador no referencial

(’U1)2 _ 1,6)(103 ~ 1,5 X 10—13

S’ co-mével com corpo 1 diferem por um termo = = 5 35 ~

Realizando uma expansao em série em (142), obtemos que a diferenga no re-
sultado final em relagdo a (141) ¢ Av =~ 6 x 10712, Obviamente, tal erro no
calculo da velocidade estd acima da precisao de praticamente todos os instru-
mentos de medidas normalmente utilizados. Podemos, portanto, usar a férmula
galileniana para adigao das velocidades com seguranca.

Consideremos agora que as velocidades sejam |v1] = |vo| = 270.00052 =
0,9c. Velocidades comos estas sao usualmente obtidas em aceleradores de
particulas quando se deseja realizar uma colisdo entre néutrons, prétons ou

elétrons. Se usarmos a relacao de velocidades galileana, teremos,
, km
v =vy —V =2uy = 540.000T =1,8c . (143)

A particula 2 vera a particula 1 com uma velocidade bastante superior a da luz.
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Por outro lado, empregando (137), obtemos,

—V 2 1,8 1,8
V=2 o € _ 2% .~0,99c . (144)
1-Yu 1+% 1+0,81 1,81

Assim, a velocidade da particula 2 medida referencial da particula 1 serd maior
que a velocidade medida no referencial S, mas ainda inferior a velocidade da
luz. O resultado difere substancialmente do obtido usando as transformacgoes
de velocidade galileanas.

A razao entre a velocidade do objeto v e a da luz ¢ é uma boa referéncia
para decidirmos quando deveremos utilizar as expressoes lorentzianas ou quando
podemos nos contentar com as expressoes galileanas. Para o movimento da Terra
em torno do sol, temos que a velocidade orbital é v =~ 30'“77", e s = 10~%; as
expressoes nao relativistas podem ser utilizadas com seguranca. Entretanto,

para um elétron em um acelerador de particula, temos v ~ 0,9¢, e = ~ 0,9:

forcosamente deveremos utilizar as expressoes relativistas.

12 O Efeito de arrasto

Um dos problemas classicos da ética refere-se a medida da velocidade da luz
em um meio em movimento, em um tubo com Agua corrente por exemplo. Se
a velocidade da luz no véacuo é c, e se a velocidade da dgua é V', a medida da

velocidade da luz neste meio indica um resultado aproximado de

1
v + V(11— ﬁ) , (145)

onde n ¢ o indice de refragdo da dgua e v = £. Este resultado é obtido através
do estudo da interferéncia de um feixe de luz, que é dividido em dois através
de um espelho semi-transparente, de tal forma que um dos feixes resultantes se
propaga neste meio, no sentido da corrente de dgua, enquanto que o outro que
se propaga no sentido contrario ao da corrente: a diferenca final de fase, quando
os feixes voltam a se encontrar esta relacionada com a diferenca nas velocidades
de propagacgao; a medida das franjas de interferéncia dos feixes permite deduzir
a diferenca de fase entre eles, que por sua vez fornece a diferenga de caminho

otico. Esta diferenca de caminho 6tico esta relacionada com a diferenca das
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velocidades dos dois feixes na dgua corrente. A experiéncia foi feita por Fizeau
no inicio do século XIX.

Do ponto de vista cldssico, o resultado (145) revela-se misterioso. No en-
tanto, ele é facilmente explicado utilizando-se a cinemaética relativista mas exi-
gindo, ao contrario um complexo mecanismo envolvendo o conceito do éter
quando se emprega a mecanica newtoniana. No que se segue, empregaremos
diretamente a lei de transformacao das velocidades (137).

Consideremos um feixe de luz que se propaga ao longo de um tubo com
agua corrente. Qual é a velocidade deste feixe de luz medido no referencial do
laboratério (que podemos tomar também como sendo o referencial do tubo)? A
velocidade da dgua no tubo é V. Esta é, por conseguinte, a velocidade relativa
entre os referenciais da dgua e do laboratdrio. Se no vacuo a luz tem velocidade
¢, na agua (em movimento ou em repouso) ela serd v’ = £ onde n é o indice de
refracao da agua. Uma dedugao rigorosa desta relagao envolve o problema de
interagao da radiagdo com a matéria, estando além dos nossos objetivos aqui.
Vamos assumir que essa é uma relagao empirica.

Utilizando as transformacoes de velocidade inversas, obtemos,

!/
%
v= % . (146)

c2

Consideremos que V é muito pequeno em relagao a c¢. Podemos fazer uma

expansao em série , em termos de clz, obtendo,

Vo' Vv 12
vz(v’—i—V)(l—C—s):uv'—kV— 0“2 (147)
Como v' = £, temos entao,
, 1
USRS +V(1fﬁ) . (148)

Se usdssemos as transformagoes de Galileu, em conjungao com a teoria do éter, e
considerassemos que o meio onde se propagam as ondas eletromagnéticas nao é
arrastado pela 4gua, encontrariamos v = v’; se, por outro lado considerdssemos
que a dgua arrasta integralmente o éter, terfamos v = v’ +V. O resultado acima
indica, do ponto de vista da teoria do éter, que temos um ”arrasto”parcial do

éter pela dgua. A expressao (148) foi obtida no inicio experimentalmente, e foi
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interpretada, através da teoria do éter, como uma indicagao que o éter é parcial-
mente arrastado pela 4gua em movimento. Entretanto, o uso das transformacgoes
de velocidades deduzidas a partir das transformacoes de Lorentz, indica que se
trata na verdade de um efeito relativista, a expressao experimental constituindo

0 primeiro termo em uma expansao %

13 A Aberracao da luz

Quando a Terra descreve a translagao em torno do Sol, a posigao aparente das
estrelas mais préximas muda devido a dois efeitos. O primeiro é o efeito de
paralaxe: a posicao aparente de estrela préxima muda, em relacao as estrelas
mais distantes, devido a mudanca de posicao da Terra ao longo de sua trajetoria
em torno do sol; o segundo é o efeito de aberragao: como a Terra possui uma
velocidade de translagao, a dire¢ao da luz vinda da estrela sofre uma mudanga,
ganhando um angulo de inclinagdo que muda devido & mudanga na diregao
da velocidade orbital da Terra. Tanto a paralaxe quanto a aberragao fazem
a posicao aparente da estrela se alterar, descrevendo uma elipse ao longo da
translacao da Terra. Entretanto, os dois efeitos podem ser distinguidos, devido
as suas caracteristicas: a paralaxe se deve a mudanga de posicao da Terra,
enquanto a aberragao se deve a mudanca da velocidade de translagao da Terra,
o que implica que a elipse devido & paralaxe tem uma orientagao distinta da
devido a aberracdo. Além disto, o efeito de paralaxe ocorre apenas para estrelas
extremamente proximas, enquanto o efeito de aberracao ocorre mesmo para
estrelas distantes.

Usando as expressoes para a transformacao de velocidade, nés podemos de-
duzir o angulo de aberragao, quer dizer, o angulo de posicao aparente da estrela
em funcado do angulo sob o qual ela seria visto caso a Terra nao estivesse em
movimento em relagdo ao Sol. Para tanto, assumamos que o referencial do Sol
é inercial (referencial S) e que um observador nele em repouso veria a estrela
sob um angulo a no plano zy; por outro lado, o observador na Terra, que se
desloca com velocidade V' em relagido ao Sol (referencial S’), ao longo do eixo
x, vé a estrela sob um angulo o'.

Neste caso, a velocidade da luz se decompode nos referenciais S e S’ como se
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segue:

vy = —ccosa , vy =—csina ; (149)

’ / ’ . /
v, = —ccosa’ , v, =—csina’ . (150)

Usando a transformacao relativista das velocidades, temos:

v

;v tV ,  cosa+ &
e T T rwy T S T T eway (151)

’ Uy . sin «
Vy = o~ = sina) = ——— . 152
Y F(l—&-”ggv) F(1+M) (152)

Para colocarmos estas expressoes numa forma mais conveniente, devemos fazer

algumas manipulagoes trigonométricas. Observamos primeiro que,

in o/ 2sin & cos & !
SneY 272 _tan > | (153)
14 cosa/ 2cos 2
Usando as relagoes (151,152), temos:
; o sin « 1 sin «
an — = =
2 T+ Y)cosa+1+Y] TA+YL)l+cosa
1 o
= ——tan— . 154
ri+%) 2 (154

Utilizando a definigao de I', obtemos finalmente a expressao relacionando o

angulo o’ com a:

o c—=V «
tan — = tan — . 1
an — < c—l—V) an o (155)

Empregando agora uma expansao em série de Taylor, obtemos o limite newto-

niano desta expressao:

/
tan & (1 - V)tano‘ . (156)

14 Efeito Doppler

A frequéncia de uma onda que um observador detecta depende do estado do
movimento da fonte e do observador. No caso de ondas que necessitam de um
meio para se propagarem, a situagao correspondendo a fonte estar em movi-

mento e o observador em repouso nao é equivalente a uma fonte em repouso
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e um observador em movimento. Quando a onda (como por exemplo no caso
do som) exige um meio para se propagar, existe um referencial em relagdo ao
qual o estado de movimento é definido: o referencial do meio onde se propaga a
onda. A fonte estar em movimento em relacdo ou o observador correspondem a
situagoes fisicas distintas. Nés vamos agora analisar esta questao, para o caso
das ondas sonoras, em detalhe.

As ondas sonoras exigem um meio para se propagar. Vamos considerar
consequentemente a seguinte situagao: a fonte sonora se propaga com velocidade
vy em relagdo ao solo, o observador se desloca com velocidade vy em relagao
ao solo, e o meio se desloca com velocidade v, também em relacao ao solo.
A velocidade da onda em relacdo ao meio é vs. NOs utilizaremos as leis de
transformacao galileanas, visto que as velocidades envolvidas sdo pequenas em
relacao a da luz.

No instante ¢ = 0 a fonte emite uma frente de onda. No tempo t = T, T
sendo o periodo, ela emite uma segunda frente de onda. Assim, a separacao

entre as duas frentes de onda é:
N = (vs — v —vp)T . (157)

O observador recebe a primeira frente de onda no instante t = ¢; e a segunda
frente de onda no instante ¢ = t5. Para ele, a velocidade da onda é vs — v,,, — vy,
e o perfodo T" = ty — t;. Tem-se entao:
)\/
7= —F—— . (158)
Vs — Upy, — Vg

Desta relagao extraimos,

s — Um — T s — Um —
Ws =vm =) Vs Um0 (159)

Vs — Uy — Vo Vs — Uy — Uf

T =

Esta expressao mostra a relacao entre a frequéncia da fonte e a frequéncia medida
pelo observador. Pode-se notar que constituem situagoes inteiramente distintas
o observador estar em movimento em relagao ao meio ou a fonte estar em mo-
vimento em relacdo ao meio. Ao contrdrio do que poderia se esperar, a relagao
entre a frequéncia medida e a emitida nao depende unicamente da velocidade
relativa. Isto ocorre porque neste caso existe um meio onde a onda se propaga,

o que define um referencial privilegiado para o estudo das ondas sonoras.
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A luz por sua vez nao exige um meio para se propagar. Vamos analisar
entao o efeito Doppler para ondas luminosas; nesta analise empregaremos as
transformagoes de Lorentz, ja que se trata de um fenémeno essencialmente re-
lativista. Consideremos um observador na origem de um referencial S, e uma
particula que se desloca com velocidade ¢ arbitraria. Esta velocidade pode ser
decomposta em componentes radial e tangencial: v = v, + v;. A particula

emite uma onda luminosa de frequéncia v = %,

onde T é o periodo, compri-
mento de onda A, medidos no referencial préprio da particula. Pela dilatacao do
tempo, o tempo entre a emissao de duas frentes de onda consecutivas, medido

no referencial S, serd

1
=TT , I=—— . (160)

Por outro lado o comprimento de onda medido sera de
(ctv) A _ (A+2)

A relagao entre a frequéncia medida por um observador no referencial da particula,

N=cl"+Tv = (c+v,)IT = A (161)

v e a frequéncia v/ medida no referencial S é:

v2
ez
A (162)

vV =V
1+%

A comparagao entre as equagoes (159) e (162) revela, como esperado, dife-

rengas essenciais:

1. A expressao relativista depende apenas da velocidade relativa, ao passo
que a das ondas sonoras depende do movimento de cada um dos elementos
em relacao ao meio onde a onda se propaga. Isto é consequéncia do fato

que as ondas luminosas nao exigem um meio para se propagarem;

2. No limite de baixas velocidades (velocidades do meio, da fonte e do obser-
vador pequenas em relagao a velocidade de propagacao da onda no meio ou
no vécuo para o caso da luz), as duas expressoes coincidem e 86 dependem

da velocidade relativa entre fonte e observador;
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3. Na equagao (162) existe o efeito Doppler mesmo quando a fonte nao estd
se afastando do observador, como ocorre quando a fonte descreve um mo-
vimento circular uniforme em torno do observador. Esse é o assim de-
nominado ”efeito Doppler transversal’e se deve unicamente & dilatagao

temporal, constituindo-se um efeito puramente relativista.

15 Transformacao das aceleracoes

Através das transformagoes de Lorentz é possivel obter as coordenadas (¢, 2, y', ')
de um evento P em um referencial S’ a partir das coordenadas (¢,z,y, 2)
deste mesmo evento medidas no referencial S. Empregando as transformacgoes
(137,138,139), obtemos as componentes da velocidade de um corpo no referen-
cial S’ a partir das componentes da velocidade deste mesmo corpo, medidas no
referencial S’. Agora, nés estabeleceremos as relagoes entre as componentes da
aceleragao medidas em em S e em S’.

O procedimento é inteiramente analogo a relacao entre as velocidades. No

referencial S’, temos

dv! dv, dv!
o T ST (163)

a

Como no caso das transformacoes das velocidades, empregamos novamente as
transformagoes de Lorentz, agora combinadas com (137,138, 139). Lembrando-

se que V, a velocidade relativa entre os referenciais S e S’ é constante, tem-se

, dv, 1 dvg vy =V  dvgV

e = dt’ :dt’{lvzz‘/ (171)272‘/)2 c2 }:
B 1 duy, ve =V du, V|
o T(dt— ;Zdac){l— CRs * (1— )2 ¢ }
— o 1”;'2‘/)3 {aw(l— UZQVH—(UJU—V)GEZV}:
— ax
CT3(1 - Y2

Procedemos de forma similar para as componentes y e z das aceleragoes:

dvg V. azV.
dv, Uy — o3 a, Uy 2
dvy _ Tt TTa-SFF _ Ta-) T ra-y
dt’ T(dt — ¥ da) (1 - Yg=)
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_ 1 1 vV a,V
Cor2(1— Y3 ay(1 - 2 )ty 2

c2

Existe uma expressido semelhante para a relagio entre a/, e a,. Desta forma, as

transformagoes da aceleragao sao,

/ Qg

a, = —— 164
v I3(1 — 2 )3 (164)
1 vV a;V
1 vV azV
= e, (1 -2 . 166

As transformacgoes (164,165,166) tém algumas propriedades importantes.
Em primeiro lugar, elas se reduzem as transformacoes galileanas correspon-

A

! = a,) obtidas a partir da condigdo ¢ — oo (0 que

dentes (al, = a,, a!

y = Ay, @

significa considerar velocidades muito inferiores & da luz ). Entretanto, é funda-
mental observar que elas implicam que as expressoes para a aceleragao nao se
mantém invariantes quando se passa de um referencial S para um referencial S’.
Consequentemente, as expressoes usuais de for¢a nao preservam sua forma. Isto
era de se esperar, visto que a forca medida em um referencial S era idéntica a
for¢a medida em um referencial S’ quando se utilizava as transformacoes de Ga-
lileu. Como nés estamos agora empregando as transformagoes de Lorentz, nds
teremos que modificar as relagoes dinamicas entre uma forca e as quantidades
cinematicas. Em outras palavras, teremos que reformular a Mecanica.

Por outro lado, observemos que, se em um referencial S sé existe aceleracao
na direcao x, no referencial S’ pode-se ter aceleracoes nas direcoes ¥y e z, caso
as velocidades v, e v, ndo sejam nulas. Isto é resultado dos tltimos termos das
equagoes (165,165). Esses termos sao usualmente denominados de aceleragoes
transversais. Sua origem reside no fenémeno da dilatacao do tempo. De fato,
mesmo que o movimento relativo entre os dois referenciais seja ao longo do eixo
x, as velocidades medidas ao longo dos eixos y e z nao sao as mesmas nos dois
referenciais, e a prépria deducdo das expressoes (138,139) mostra que isto se
deve & nao invariancia do tempo quando se passa de um referencial a outro.
Novamente, isto origina aceleragoes transversais, no sentido que a aceleragao

de um corpo ao longo do eixo x provoca o aparecimento, no referencial S’, de
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de aceleracgoes nas diregoes perpendiculares, a menos que a velocidade do corpo
nestas dire¢oes perpendiculares seja nula.

Uma vez que mostramos que a forma para as aceleracoes nao se preserva
quando se passa do referencial S para o referencial S’ e se utiliza as trans-
formagoes de Lorentz para se realizar esta passagem, é inevitavel se perguntar
0 que permanece idéntico nesta passagem. Para ser preciso, é necessario distin-
guir o que permanece invariante, quer dizer, o que preserva o seu valor numérico
sob aquela transformacao, e o que é covariante, quer dizer, o que preserva sua
relacao formal. Mas, para identificar o que é invariante e o que é covariante, é
preciso reformular tudo o que foi feito até agora, expressando todas as quanti-
dades como grandezas definidas em um espago-tempo a quatro dimensoes (trés
espaciais e uma temporal), dotado de uma estrutura hiperbdlica, quer dizer, o
espago-tempo de Minkowski. Além do mais, em funcao do fato que estaremos
definindo uma nova estrutura geométrica, serd preciso desenvolver a nogao de
tensor, como generalizacao dos conceitos usuais de escalar e vetor. E o que

faremos a seguir.

16 O espacgo-tempo de Minkowski

Um feixe de luz se propaga de tal forma que a relagao entre a variagao no tempo

e a nas coordenadas espaciais é dada por
A(AL)? = (Ax)? + (Ay)? + (Az)? . (167)
Outra forma de escrever esta expressao é
A(At)? — (Az)? — (Ay)? — (Az)> =0 . (168)
Se um objeto se propaga com uma velocidade inferior a da luz, temos
A(AL)? — (Ax)? — (Ay)? — (A2)2 >0 (169)

j4 que, no mesmo tempo que a luz percorre uma certa distancia, este objeto
obviamente percorreria uma distancia menor. Por outro lado, se fosse possivel

que um objeto viajasse com velocidade superior a da luz, terfamos,

A(At)? — (Ax)? — (Ay)? — (Az)* <0 . (170)

45



Desta forma, podemos definir a quantidade
A(A)? = (Ax)? — (Ay)? — (A2)* = (As)® (171)

sendo que (As)? pode ser maior, menor ou igual a zero. O fato de As® poder
ser negativo é algo, para um gedmetra euclideano, chocante, uma vez que isto
implica em As imagindrio. Mas, é preciso ter em mente que estamos falando
de uma ”distancia” espago-temporal, e que nao devemos nos prendermos concei-
tos oriundos da geometria euclideana, como o que diz que a distancia entre dois
pontos deve ser sempre positiva: no caso euclideano usual, esta distancia é pura-
mente espacial, e a positividade se impoe. Tal imposi¢do (e mesmo a imposigao
que o valor seja real) ndo ocorre no caso de uma distancia espago-temporal.
Noés definimos o elemento de distancia espago-temporal entre dois eventos F'y
e Fy com coordenadas (t1,21,y1,21) € (t2,22,Y2,22), medidas em um referencial
S, como
As® = AP — Ax? — Ay? — A2 (172)

Escrita na forma diferencial, (172) torna-se,
ds* = Adt* — da? — da? — dy® — d2* . (173)

As transformacoes de Lorentz deixam invariante (172). A demonstragéo é sim-
ples: considere-se os mesmos eventos 1 e Fs medidos no referencial S’ que se
desloca com velocidade constante V' em relagdo a S. Suas coordenadas neste

referencial sdo (t'1,2'1,y'1,2'1) e (t'2,2'2,y'5,2"2). Logo,

At =T (At + ZQAx’) , (174)
¢

Az =T(Az' + VAY) | (175)

y=vy , z=2 . (176)

Inserindo (174,175,176) em (172), obtemos,

2
As? = T2 <c2At’2 + %x,g + 2%1&%9;’ — A - VIAYE - QVAt’Ax’)
. Ayﬂ _ Ayﬂ
= AN A - Ay - AP = AP
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onde usamos explicitamente que I' = \/%v? Quando As? é zero, temos a
T2
c

propagacao de um raio luminoso: os dois eventos E; e F5 representam a passa-
gem de uma frente de onda luminosa no ponto P; = (1,41, 21) no tempo t; e
a passagem desta mesma frente luminosa no ponto Py = (z2,y2, 22), no tempo
to. Por outro lado, se As? > 0, isto significa que um sinal que se propaga com
velocidade inferior a da luz pode ser emitido de P; no tempo t; e alcancar P
no tempo ty. Finalmente, se As? < 019, para que um sinal saia de P; no tempo
t1 e alcance P, no tempo to, sua velocidade teria que ser necessariamente supe-
rior a da luz. Observe que a estrutura causal descrita acima é preservada pelas
transformagoes de Lorentz.

Podemos representar os eventos descritos acima em um diagrama do espaco-
tempo definido por um sistema de coordenadas contendo ¢, x, y e z. Entretanto,
a representacao grafica de um tal sistema quadridimensional se revela impossivel.
Por esta razao, e para fins de representacao grafica, nés suprimimos as coordena-
das y e z, e construimos um diagrama contendo unicamente ¢ e x. Se além disto,
ao invés de considerarmos a coordenada t, nés empregarmos ct, de maneira a
ter as mesmas dimensoes que as demais coordenadas espaciais, a trajetéria do
raio luminoso serd representada no diagrama (ct,x) pela equagdo ¢t = +z, ou
seja, por retas de inclinagao igual a =7 rad. O sinal positivo refere-se a um raio
luminoso que se propaga na direcdo positiva dos x e o sinal negativo refere-se a
propagacgao de um raio luminoso na direcao negativa dos x. Se considerarmos
a coordenada y, a propagacgao dos raios luminosos define um cone usualmente
denominado cone de luz; incluindo as coordenadas y e z temos um hipercone,
um cone com superficie espacial tridimensional, em um espaco-tempo a quatro
dimensoes.

Retornemos & expressao (173). Tomemos agora um objeto que se propaga
com velocidade inferior & da luz. Neste caso, em um mesmo intervalo de tempo
referente a propagacao de um raio luminoso, a distancia espacial percorrida por

este objeto é menor que a percorrida pela luz. Logo, dois eventos associados a

10Neste caso, As torna-se imaginirio. Mas, como ja foi enfatizado anterioremente, isto
nao representa nenhum problema pois As seria uma ”distancia”’no espago-tempo, nao tendo
uma contrapartida com a nocao usual de distancia tal como empregada no sentido puramente

espacial
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propagacao deste objeto tém ds? > 0. Se associarmos a origem a um dos eventos
(digamos E7), o outro, que denominamos Es, estard localizado dentro do cone
de luz. Se o evento Es ocorrer antes do F, ele estara no interior da parte inferior
do cone de luz; se ele ocorrer depois, ele estard no interior da parte superior do
cone de luz. Assim, todos os fendmenos que estao no interior da parte superior
do cone de luz podem ter sido influenciados pelo evento E7 na origem, no sentido
que um observador em F4; pode enviar um sinal que se propaga com velocidade
inferior a da luz, que serd recebido por um observador em Fs. Inversamente,
se Fo estiver localizado na parte inferior do cone, um sinal que se propaga com
velocidade inferior a da luz, emitido por um observador situado neste ponto do
espago-tempo, alcangara F1. Em funcao disto, a parte superior do cone de luz
é denominado de futuro do evento E1, que estd localizado na origem, no sentido
que ela retine todos os eventos que receberao sinais subluminais enviados por
FEy. Por outro lado, F tera recebido sinais também subluminais enviados por
todos os eventos que estao na parte inferior do cone de luz. Por esta razao, a
parte inferior do cone de luz é denominada de passado do evento da origem.
Consideremos agora dois eventos tais que As? < 0. Chamemos um dos
eventos novamente de F1, localizado na origem, e outro de E3. Neste caso, para
que um sinal enviado por E; alcance Ej3, seria necessario que ele tivesse uma
velocidade superior & da luz. Desta forma, uma vez que nao existe propagagao
de nenhum sinal com velocidade superior & da luz'!, os eventos que estio loca-
lizados na parte exterior do cone de luz nao tém nenhuma relacao causal com
0 que ocorre na origem. Observamos que esta distingdo entre eventos futuros,
passados e eventos sem conexao causal, se referem ao evento F; localizado na
origem: dois eventos podem estar no futuro do evento E7, e terem consequen-
temente conexoes causais com ele, e nao terem nenhuma relagao causal entre si.
Por outro lado, o evento Fs, que estd no interior do cone de luz de E7, tendo
consequentemente uma relagao causal com FEi, pode ter conexao causal com o
evento Fs3, que por sua vez nao tem relagao causal com F;. Cada ponto do

espaco-tempo possui seu préprio cone de luz, com passado e futuro préprios.

1 Observe que se algum objeto ou sinal se deslocar com velocidade superior a ¢, poderfamos

associar a ele um referencial inercial para o qual o fator I' = ;2 seria imagindrio e toda

11—V
c2

estrutura lorentziana empregada até aqui perderia todo o sentido
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Pares de eventos tais que As? > 0 sdo chamados tipo tempo, visto que o termo
temporal predomina sobre o espacial. Se As? = 0, os eventos sao chamados tipo
luz, j4 que eles le localizam sobre o cone de luz. Finalmente, se As? < 0, os
eventos sao denominados tipo espaco, ja que o termo espacial predomina sobre
o temporal. Dois eventos tipo tempo jamais poderao ser feitos simultaneos por
uma transformagao de Lorentz (uma vez que isto implicaria em anular o At, e
conseqiientemente o As se tornaria negativo, contrariando a condicao de ser tipo
tempo), mas poderdo ser transportados, num dado referencial, & uma mesma
posigao espacial; dois eventos tipo espago, poderao ser feitos simultaneos num
dado referencial, mas jamais poderao ter suas posicoes espaciais coincidentes.
Por fim, dois eventos tipo luz em um dado referencial, continuarao o sendo em

qualquer outro referencial inercial.

17 Transformacgoes de Lorentz e rotagoes no espacgo-

tempo de Minkowski

E importante notar que o espaco-tempo de Minkowski possui uma estrutura
hiperbdlica, devido a diferenca de sinal entre a coordenada temporal e as coor-
denadas espaciais na expressao do As?. As transformacdes de Lorentz podem
ser consideradas como rotacoes neste espago-tempo hiperbdlico, cuja estrutura
geométrica é nao-euclideana. Vamos considerar inicialmente a rotagao de um
sistema de coordenadas S em um espago euclideano bi-dimensional onde se de-
finem os eixos (z,y). Definimos um novo sistema de coordenadas S’, com eixos
(2',y'), 2’ e y’ fazendo um angulo 6 com os eixos x e y originais. Consideremos
um ponto P, situado a uma distancia r da origem, que é comum a S e a S’. O
angulo entre o vetor 7, que liga a origem ao ponto P, e o eixo x é ¢; por outro
lado, o angulo entre 7 e o eixo 2’ é ¢ — . Desta forma, nés podemos calcular
as coordenadas ) e y, do ponto P em S’ e relaciond-las com as coordendas zg

e yo em S. Lembrando que x¢g = rcos ¢ e yy = 7sin ¢, temos

ry = rcos(p—0)= r<cos¢cos0+sin¢sin9)

= xzocosh+yosinhd (177)
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yo = rsin(¢p—40)= r(sinfbcosﬂ —sin9005¢>

= ypcosf —xpsinh . (178)

Esta transformacao pode ser representada por uma forma matricial,

2
gy = > Rty (179)
1

, cosf sinf
R'; = . (180)

—sinf cosf

onde

A matriz R ; € uma representacao do grupo SO(2), grupo de rotagoes espaciais
a duas dimensoes. De fato, todos os requisitos necessarios para que esta matriz
represente um grupo sao satisfeitos: a transformagao unitaria é um caso parti-
cular; existe uma transformagao inversa; o produto de duas rotagoes espaciais,
uma de angulo 61, outra de um angulo 65, é ainda uma rotacao espacial de um
angulo 61 + #;. Note que o fato da matriz transformagao ser de deteminante
unitario é fundamental para que se verifiquem estas propriedades de grupo.
Além do mais, o elemento de distancia do ponto P & origem é preservado pela
rotacao:
r? =z’ +yo® = 9562 + ylo2 . (181)
Na nomenclatura deste grupo, O indica que o grupo é ortogonal. Quer dizer,
definindo a transposta R;’ - R7;, temos que R';R’), = §i: o produto da
matriz por sua transposta é igual & matriz unitaria. Por outro lado, o termo S
indica um grupo especial, quer dizer, de determinante igual a 1.

Consideremos agora as transformacoes de Lorentz, levando em conta apenas

as coordenadas x,t. Temos,

t = F(t—czzx) , (182)
- r(x—% . (183)

Como ja foi dito anteriormente, o ”elemento de distancia espago-temporal”é
preservado por esta transformacao. Se definirmos I" = cosh 6 e I‘% =sinh 6, de

tal forma que a velocidade relativa dos referenciais seja dada por

V =ctanhf |, (184)
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e escrevermos 20 = ct, P x, obtemos,

2 = cosh6z® —sinhfz! | (185)
2" = coshfz' —sinh 620 . (186)

Um evento E constitui um ponto no diagrama espaco-temporal. As coordenadas

(20, 21) deste evento, sio determinadas através da expressdo,

2 =Ascosh¢ , 2!'=Assinh¢ |, (187)

onde ¢ é o angulo entre a reta que liga a origem ao evento F e o eixo z!. Esta
expressao é condizente com o fato que o elemento de distancia no espago-tempo,
em termos das coordenadas z° e z! é dado por

12

As® = Az°? - Az (188)

Este fato determina a natureza particular da geometria do espaco-tempo: as
projecoes do elemento de distancia espago-temporal em cada eixo, sao feitas
através de funcgoes hiperbdlicas, e nao trigonométricas. Isto é consequéncia
direta da forma de calcular este elemento de distancia (188), onde os termos
espacial e temporal entram com sinais opostos. Observe que o fato do sinal de

0

20 ser positivo e o de z!

ser negativo, nao desempenha um papel essencial; o
fundamental é que eles entram na expressao do As? com sinais opostos.
Observamos entao que a passagem do referencial S para o referencial S’
corresponde a uma rotagao hiperbdlica dos eixos, como indicam as relagoes
(174,175). Como representar graficamente esta transformacao? Notemos que se

1

. !/ A~ . . ~
o eixo z!" faz um angulo § com o eixo x!, as projecoes do As, que deve ser o

mesmo nos dois referenciais, sao dadas por,

2 = As cosh(¢ — 0) = As(cosh ¢ cosh @ — sinh ¢ sinh 0)

= 2%coshf — z'sinhf (189)
2" = Assinh(¢ — 6) = As(sinh ¢ cosh § — sinh 8 cosh )
= z'coshf —2%sinhf (190)

onde usamos as decomposicoes de As nos eixos 2° e ! (187), e reobtivemos as

transformacoes de Lorentz (185,186). Surge agora a questao de como represen-
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o/ 1/

tar os eixos 2 e z! em relacdo aos eixos x°

e z!' ja construidos. Para isso,
recordemos o segundo axioma da Relatividade Restrita: a velocidade da luz é a
mesma para os dois referencias e tal que As = As’ = 0. No eixo (2°, '), isto

implicava em que a propagacao da luz era representada por um reta fazendo um
1

s

angulo de 7 com o eixo 2~ (ou, equivalentemente, 2%). A forma de ”girar”os
eixos é aparentemente muito exdtica, mas observe que é a unica maneira que
garante que o observador em S’ veja a luz se propagando com velocidade ¢, e
que conseqiientemente o raio luminoso seja a bissetriz dos novos eixos. Note-se

/ / . .
0" e 2! tais como vistos pelo

também que estao sendo representados os eixos x
observador em S. Neste tdltimo caso, a partir de (184), isto requer § — oo,
coerentemente com o fato que na geometria hiperbédlica —oco < 6 < +o0.

A necessidade de girar os eixos (ct,z) da forma indicada também pode ser
entendida observando que ela preserva a estrutura causal: eventos que estao
conectados causalmente no referencial S continuam o sendo no referencial S’.
Isto nao aconteceria se os eixos fossem rodados da mesma maneira que no caso
euclideano. Além do mais, no limite em que a velocidade relativa entre os
referenciais tende para a velocidade da luz, os novos eixos (ct’,2’) passam a
coincidir com o cone de luz, como é de se esperar.

A forma como os pontos no espaco-tempo sdo decompostos nos eixos respec-
tivos, pode ser entendida através da definicdo de um angulo complexo ¢ = i6.
Definindo agora, os eixos onde z° = ict, temos as relacoes para a decomposicio
do ponto Ej,

2" =Ascos¢p , x'=Assing . (191)

17.1 Visao geométrica da dilatagao do tempo e da con-
tracao das distancias

A rotacao hiperbdlica descrita anteriormente mantém invariante tanto a pro-

pagagao dos raios luminosos, quanto as hipérboles definidas nesse espago tempo.

De fato, a equacao

As? = Az} — Ax? (192)

define uma hipérbole quando As? é uma dada constante, positiva ou negativa,

que é a mesma para o referencial S e para o referencial S’ devido & invariancia de
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Lorentz. Retornemos ao elemento de distancia espaco-temporal de dois eventos

escritos nos referenciais S e S’:
As? = Az2 — Aa? = A/} — Ax'? . (193)

Se o evento é do tipo luz, de tal forma que As? = 0, temos

AIIZ’l o A.T'l
A.’L‘Q o A.T’l

=41 (194)

Por outro lado, se o evento é do tipo tempo, As? > 0, e a hipérbole definida
pela relagao (193) corta os eixos xg e ’p; se o evento é do tipo espago, entdo a
hipérbole resultante cortard os eixos z; e z’1. Essas hipérboles, que se mantém
invariantes pelas transformacdes de Lorentz uma vez que As? = As’ % nos
permitem entender de uma forma mais geométrica os fendmenos de dilatagao
temporal e contracao das distancias.

Consideremos inicialmente o caso da dilatagdo temporal. Os observadores
nos referenciais S e S’ querem usar o mesmo padrao para a unidade de tempo,
que eles denominarao sequndo. Para tanto, eles utilizam eventos que se locali-
zam sobre o eixo temporal (o que equivale a utilizar relégios em repouso no seu
préprio referencial), e que correspodam a fendémenos fisicos idénticos (por exem-
plo, um certo miltiplo da frequéncia de uma dada radiagdo eletromagnética).
Assim, eles utilizardo o mesmo As? > 0. Isto equivale a utilizar uma hipérbole
definida por este As? > 0, e que corta o eixo xg no ponto A e o eixo z’g no
ponto A’. Esses pontos definem a unidade de tempo nos referenciais S e S,
usando um mesmo padrao. Entretanto, observamos que a projeccao de A’ sobre
0 eixo xg, nos fornece,

T =T cosh¢ =TT" (195)

O segundo definido no referencial S” equivale a um tempo igual ao segundo do
referencial S multiplicado por um fator I' > 1: o observador do referencial S vé
o relégio do referencial S’ se atrasando em relagao ao seu préprio relégio, muito
embora eles sejam construidos com o mesmo principio fisico. Isto constitui a
dilatagao temporal. Visto do referencial S’, o diagrama seria 0 mesmo, trocando
os termos com linha pelos sem linha, e vice-versa. Assim, usando este mesmo
padrao, o observador de S’ veria o relogio de S se atrasando. Observe que este

fendmeno se deve a uma perspectiva de referencial, isto é, como o observador
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em S vé os eixos (em principio idénticos) de S’: ele os vé inclinados em relagao
aos seus proprios eixos.

Par o caso da contragao espacial, nés devemos tomar duas hipérboles, cada
uma correspondendo a uma das extremidades da régua padrdao. O comprimento
da régua em S’ é dada pela distancia Ly = x5, — 2. Entretanto, esta distancia
deve ser projetada em uma reta a tempo constante no referencial S, j4 que uma
medida de distancia entre dois pontos deverd ser feita assinalando a posigao des-
tes dois pontos simultaneamente, para que realmente isto corresponda a uma
verdadeira distancia medida em S. Para analisar qual é esta distancia, devemos
tomar pontos das duas hipérboles que correspondam a tempos idénticos no re-
ferencial S e projetar no eixo z. Desta forma, encontramos que o comprimento

da régua medida em S é, em relacao ao comprimento dela medida em S’,

Lo
L =—" . 1
cosh 6 (196)

Isto correspode a contragao das distancias, e novamente é um efeito de perspec-

tiva de como um referencial vé o outro.

17.2 Vetores Contravariantes e Covariantes

Quantidades fisicas diferentes se transformam diferentemente quando da pas-
sagem de um sistema de coordenadas a outro (ou de um referencial a outro).
Consideremos uma transformacao de um sistema de coordenadas x*' para .
Se a transformagao é inversivel, a matriz jacobiana desta transformagao, defi-

. ’ wt . . - ~
nida como A* , = %”; -, possui determinante nao nulo. Uma transformagao de

coordenadas deste tipo pode ser de natureza passiva ou ativa. No caso da trans-
formagao passiva, nés mudamos unicamente as coordenadas permanecendo no
mesmo referencial; na transformagao ativa, nds passamos para um outro refe-
rencial inercial. A passagem do sistema x, y, z cartesiano para o sistema esférico
r, 6, ¢ é uma transformagao passiva. As transformagcoes de Lorentz, assim como
as de Galileu, sao ativas.

Consideremos por exemplo, agora, a diferencial dz*’, que sdo as componentes

— . ’ . ~
do vetor dr. Quando passamos do sistema x* para o sistema z*, temos entao
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que estas componentes se transformam como

Oxt’
oxv

dat = da’ = AW ,dz” . (197)
Por outro lado, se considerarmos as componentes do operador vetorial nabla 6,
)

S0 temos

dadas por

0 oxr¥ 0 0
00 9 A, C 1
oz Ozt Jxv " 9xv (198)

Note-se que em (198) surge a inversa da matriz jacobiana ao contrario do que
ocorre em (197). As duas grandezas se transformam diferentemente na passagem
de um sistema de coordenadas a outro. Em uma linguagem mais tradicional dr’

é chamado de vetor, enquanto V é denominado de co-vetor.

Afim de simplificar a notacgao, escreveremos daqui por diante

’ 65(}“/
Al = —— 199
v (199)
designando a matriz Jacobiana, e
oxH
A ;o 200
= o (200)
designando sua inversa. Destas defini¢goes resulta a propriedade,
AFAY, = 6t (201)

sendo 0¥ o delta de Kronnecker, que é igual a um quando p = v e igual a 0
quando u # v.

Uma quantidade vetorial cujas as componentes A* se transformam como
AR = A AV (202)

quando se passa do sistema de coordenadas z*' para o sistema de coordenadas
x¥ é dita contravariante. Por outro lado uma quantidade vetorial (na verdade,

co-vetorial), de componentes B, que se transformam como
B, = Al B, (203)

é dita covariante.
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Podemos definir o produto de um tensor covariante com um contravariante,

resultando em uma grandeza escalar:
A'B,=C . (204)

Podemos mostrar que C' é de fato um escalar estudando o seu comportamento

por uma transformacgao de coordenadas:
o = AH/BH/ = AP VAVA)\M’BA —
= AY, A ABy =8, A"By = A"B, =C . (205)

A funcao C nao sente a transformacao de coordenadas, sendo efetivamente um

escalar.

18 Interpretacao geométrica dos vetores covari-

antes e contravariantes

Quando lidamos com a geometria euclidiana normal, sobretudo quando se em-
pregam coordenadas cartesianas, a distin¢ao entre vetores contravariante e co-
variantes (ou, vetores e co-vetores) é, muito frequentemente, irrelevante. Entre-
tanto, podemos ter uma nocao do sentido desta distingao considerando, em um
espacgo euclidiano ordinario, um sistema de coordenadas nao convencional. De
fato, considere o sistema de coordenadas cartesiano normal, a duas dimensoes,
com os eixos x e y perpendiculares entre si. Considere agora um vetor neste
espago e sua projecao naqueles eixos. A projecdo do vetor no eixo z (0 mesmo
poderd ser dito da projecdo no eixo y) pode ser definido de duas formas equiva-
lentes para este caso: traga-se uma linha da extremidade do vetor ao eixo x que
seja perpendicular a este eixo; ou traga-se uma linha da extremidade do vetor
ao eixo x que seja paralela ao eixo y. O resultado é o mesmo nos dois casos.
Por outro lado considere agora um novo sistema de coordenadas (2/,y’) em
que os respectivos eixos nao sejam perpendiculares, mas tal que o eixo z’ faca
um angulo # com o antigo eixo x, enquanto o eixo y’ coincide com o eixo y. Para
o novo sistema de coordenadas (2’,y'), os dois procedimentos acima conduzem
a resultados diferentes. Chamaremos os sistemas (z,y) e (z/,3’) como sistemas

ortogonal e nao ortogonal, respectivamente.
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Um vetor 7 se escreve no sistema de coordenadas (z,y) e (z/,y’), respecti-
vamente, como

F=azit+yj=27+yj (206)

onde (4,7) e (,7) sdo os vetores unitérios nos sistemas ortogonal e nao orto-

gonal, respectivamente. Temos
ii =cosf , 15 =0 , ji=snl , jj=1 . (207)

Suponhamos agora que o angulo do vetor 7 com o eixo dos z seja ¢. Neste caso,

se projetarmos este vetor segundo uma paraleta ao eixo dos z(y), obtemos
xr=rcos¢ , y=rsing . (208)

Encontremos agora a projegao nos novos eixos (z’,y’). Temos, por definigdo
para um vetor, e utilizando as decomposicoes (206) e as relagoes (207)

-/

i = x +y'sind =xzcosh+ysinf |, (209)
Fj = Y +a'sinf=y . (210)

Podemos expressar entao as novas coordenadas em termos das antigas e vice-

versa:
== , y = —xtanf+y ; (211)

cos
r=a'cosd , y=a'sin0+y . (212)

Estas transformacoes podem ser escritas como,
N Y A
2t =AY, ¥ =AYz (213)

sendo que \,v =1,2, ¢
. oY L, Oz¥
Ai\ = 8x” B A)\/ = W 5 (214)

sdo a matriz transformagdo do sistema de coordenadas (z/,y’) para o sistema

de coordenada (z,y) e sua inversa. Estas transformagoes podem ser expressas

G- ()G e
y —tanf 1 Yy
x cosf 0 x’
) - (@0 =

o7

na forma matricial:



O que discutiu-se até agora foi a transformacao das componentes de um ge-
nuino vetor quando se passa de um sistema de coordenadas ortogonal para um
sistema de coordenadas nao ortogonal. O que garante que estamos lidando com
vetores usuais é a decomposicao (206), que faz uso explicito da regra do parale-
lograma para a composicao de vetores. Assim, os vetores se representam como
matrizes colunas. O que ocorre se considerarmos agora uma decomposi¢ao onde
as componentes da quantidade 7 sejam obtidas através de uma perpendicular
ao eixo desejado? Obviamente esta quantidade 7 (para a qual usamos a mesma
notagdo que a empregada para os vetores usuais) nao podera ser decomposta

como em (206). Por outro lado obtemos agora,

r=rcos¢ , y=rsing |, (217)
2 =rcos(p—0) , ¢y =rsing . (218)
Logo,
¥ =xcosf+ysind |, y =y |, (219)
= c:sjﬁ —ytand ,y=1y9y . (220)

Do ponto de vista matricial, esta transformacao pode ser escrita como,

cosf O 591
(@ ) sinf 1 ’ (221)

1
(« )| ° ") (222)
—tanf 1

H4 duas observagoes importantes nas transformagoes (221,222) acima: elas

(=" y')

(z y)

tém a forma inversa em relacdo as transformagoes vetorias (215,216); as projegoes
perpendiculares aos eixos implicam em representar o ”vetor”’como uma matriz
coluna. Essas quantidades sao, na verdade, co-vetores ou, em uma linguagem
mais moderna, vetores covariantes. Esses vetores sao duais aos vetores usuais.
Isto quer dizer, que os co-vetores (vetores) agem sobre os vetores (co-vetores) de
maneira a resultar em um escalar, quer dizer, uma quantidade que nao ¢é afetada
pela transformacao de coordenadas. De fato, escrevendo (., y,) € (Z¢, Ye) como

as componentes de um vetor e de um co-vetor respectivamente, temos

Ty cosf 0 — 0 Ty
2! / T cos ’
(. yc><yv> (. yc)(sin@ 1) (tan@ 1) <yv>
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=T Yl = Telo + Yl - (223)

Isto implica que o produto de um vetor por um co-vetor é um escalar, uma
quantidade que permanece invariante por transformacao de coordenadas.

Um espaco dado sempre possui o seu dual. Os elementos do espago agindo
sobre os elementos do espago dual, e vice-versa, resultam em um escalar. Os
elementos do espaco vetorial dual, se transformam de maneira inversa aos ele-
mentos do espago vetorial original. A existéncia de um espago dual a um dado
espago é condigao necessaria para que possamos definir um produto interno,
onde dois elementos ”vetoriais’resultam em um escalar. Na verdade, no pro-
duto escalar, um vetor de um dado espaco age sobre o vetor do seu espago dual,
como explicitado acima.

Por fim, é importante ressaltar que, aparentemente, os vetores do espago
dual, os que denominamos co-vetores, parecem nao obedecer a regra do pa-
ralelograma para a adigao de vetores, como indica a decomposi¢cao nos eixos
coordenadas. Entretanto, é preciso ressaltar que a base de co-vetores unitarios
nao é a base de vetores unitdrios usuais, nem eles se decompoem da mesma
forma. De fato esta base deve ser escrita como &, Wy, onde a acao desses
elementos sobre a base vetorial usual i e ; resulta em um nidmero. Para um
co-vetor, portanto,

A= A1& + Asidy . (224)

19 Generalizacao da nocao de vetores: tensores

Um tensor é a generalizagdo das nogdes de escalar e vetor (ou co-vetor). Como
foi visto anteriormente, um vetor agindo sobre um co-vetor, resulta em um
numero. O vetor estd definido em um certo espago, e o co-vetor no seu espago
dual. Como dito acima, é este fato que torna possivel definir o produto interno,
que sempre envolve um vetor e um elemento do seu espago dual. Quanto ao
tensor, nés podemos defini-lo como sendo uma aplicacao multilinear de vetores
e co-vetores na reta real. Um tensor se define também pela forma como suas

componentes se transformam por uma mudanca de sistema de coordenadas.
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Simbolicamente podemos representar a agao de um tensor sobre vetores e
co-vetores como

T(Vi,..Va,C1,...,Cm) =R, (225)

onde os Vj indicam vetores e os C; indicam co-vetores, enquanto R é um nimero.
Em termos de componenentes, em um dado sistema de coordenadas, temos
entao,

Ty, o vm VI VG, . C, =R . (226)

No exemplo acima, temos um tensor T de ordem n + m, n vezes covariante e m
contravariante. A ordem dos indices covariantes e contravariantes é importante,
e no exemplo em questao, os n primeiros indices sdo covariantes, enquanto que
os m ultimos indices sao contravariantes. No caso geral, a ordem do tensor, sua
natureza contravariante, covariante ou mista, e a posi¢ao dos indices dependem
do tipo especifico de tensor com o qual lidamos. Exemplos especificos serao
apresentados mais tarde.

Um escalar é um tensor de ordem zero: permanece invariante por trans-
formagGes de coordenadas. Um vetor é um tensor contravariante de ordem 1;
um co-vetor é um tensor covariante também de ordem 1. Veremos a seguir
tensores mais gerais, de ordem superior, tais como o tensor métrico e o ten-
sor eletromagnético, ambos de ordem 2. Na verdade, o conceito de tensor ja é
familiar em outras situacoées. Por exemplo, o estudo de um sélido deformével
é feito com a ajuda do tensor de elasticidade. Neste caso, o conceito de uma
aplicagao multilinear, como definida acima, é bastante importante. Afinal, uma
tensao aplicada em um diregao x, pode provocar deformacgoes tanto na direcao
x, quanto nas direcoes y e z perpendiculares. Tal relacao nao pode ser expressa
simplesmente através de vetores, mas se torna factivel através de um tensor, no
caso, um tensor de segunda ordem. De fato, podemos definir a defomormagao
sofrida por um sélido d’ sob a aplicacio de uma tensao t¢, com a ajuda do tensor
de elasticidade Eij:

d'=E"t . (227)
Assim, para o caso da aplicacao da tensao na diregcao x, o que implica que a

lnica componente nao nula da tensao é t*, temos para as deformagoes,

4 = E%,d® | d¥=EV,d® , dF = E*,d° . (228)
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Em geral, o tensor de segunda ordem pode ser representado por uma matriz
n X n, da mesma forma que um vetor pode ser representado por uma matriz
coluna e um co-vetor por uma matriz linha. Veremos mais tarde, no entanto, que
nem toda matriz n X n é um tensor de segunda ordem: o que define efetivamente
um tensor é a maneira como ele se transforma sob uma mudanca de coordenadas.

No caso do tensor de elasticidade, se a matriz E?; é diagonal, o meio é linear.
Se além do mais, os elementos da diagonal sao iguais, entao a relagao tensorial

se reduz a uma relacdo puramente escalar. De fato, se E* ji= E5§ entao
d'=E§it! — d'=Et . (229)

Neste caso, o meio é dito ”isotrépico”. A polarizacao de um meio dielétrico
sob a agao de um campo magnético externo também é um tensor de segunda
ordem. Para meios isotrépicos, o tensor de polarizagao se reduz a um escalar,
pelos mesmos motivos que o tensor de elasticidade. Mas, o caso geral deve
incluir anisotropias.

Para o caso do tensor T definido acima, sob a agao de uma mudanca de um

sistema de coordenadas, suas componentes se transformam como

’ /
o oxt  QxHn 9z"r  Oz¥m Vi
Ty 0 0m = .. ; T ™o (230)
Lt Oz*1  Oxtn Qz¥r  Qxvm

Lembrando que um vetor e um co-vetor se tranformam respectivamente como

/ 63:“1 ) ox"i
VHi = WVM , C'Jé = W Vi s (231)
e que
OxHi Gyt o oxVi dxVi _ 6u; (232)
Ozt Ok M5 dxvi gpvs Vi

onde a convencao da soma sobre indices repetidos e a regra da cadeia da de-

rivagao foram usadas. Assim,

I/,...l// ’ ’
Tﬂll ;1 T"'Vﬂl...V‘u"C,/{...Cyin =
Ty, Vi vm s ying, O

M1 -fin Vm

R (233)

de maneira que a aplicacao tensorial multilinear explicitada acima, resulta efe-

tivamente em um numero, um escalar.
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20 Operacoes com tensores

Os tensores podem ser puramente covariantes, contravariantes ou mistos. Por
exemplo, podemos definir um tensor covariante de segunda ordem cujas com-
ponentes sdo A,,, ou um tensor contravariante de segunda ordem com compo-
nentes B*", ou ainda um tensor misto de segunda ordem com componentes C%.
Tensores de ordem superior devem ser definidos da mesma forma. E impor-
tante ressaltar que a posicao dos indices é crucial: por exemplo, em principio
as componentes de um tensor covariante de segunda ordem A, sao diferentes
das componentes A,,. A natureza dos tensores (covariante, contravariante ou
misto), assim como sua ordem (seu nimero de indices, falando de uma forma
simplificada) depende do contexto em que eles aparecem, determinado pela ma-
neira como eles se transformam sob uma mudanca do sistema de coordenadas.
O vetor deslocamento dr, como ja foi visto anteriormente, se transforma como
um tensor contravariante de primeira ordem; o operador diferencial V se trans-
forma como um tensor covariante de primeira ordem. Veremos posteriormente
como tensores de ordem superior aparecem e como sua ordem e sua natureza
sao definidos.

A primeira operagdo com tensores é a sua multiplicacdo direta, que pode-
mos também denominar de produto tensorial. Consideremos, para sermos es-
pecificos, dois tensores de ordens diferentes, que notemos abstratamente como A
e B (nfo hd nenhuma mengéo aos tensores apresentados acima com as mesmas
letras). Digamos que A é um tensor misto de segunda ordem de componentes
A#,, enquanto B é um tensor também misto, de terceira ordem, com componen-
tes By7,. O produto tensorial entre estes dois tensores, resulta em um tensor

misto de quinta ordem, que denominamos C:
C=A®B — C“VA”p:A”l,B,\”p . (234)

Podemos verificar se C é um tensor misto de quinta ordem verificando como
ele se comporta por uma transformagao de coordenadas. Uma vez que A e B

. . ’
foram definidos como tensores, ao passarmos de um sistema de coordenadas x*

para um sistema de coordenadas x®, temos,

/ oxH 9P
A, = O g, 235
x> Oxv A (235)
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/ ox® 927 9x° 3
T 9z 9B Qxr T T

(236)

’ ’
cH v g = AH V/B)\/’Y o’

oxt 9P 9xd 9z Bx”

x> oz’ PoxN xw g’ 0

oxH 9zP 0x0 8z Hx°

— Aa B w
Oz Oz’ dxN dxw dxr’ T PO @
oxH 9zP 0x0 0z 0x°

= ay 2
Oz Oxv' Oz Ozw dxr’ 85" (237)

Logo, C é um tensor misto de quinta ordem duplamente contravariante e tri-
plamente covariante. Novamente, é preciso enfatizar que a posicao dos indices
é crucial. Observemos também que A ® B é, em principio, diferente de B® A,
muito embora ambos resultem em tensores mistos de quinta ordem, duplamente
contravariantes e triplamente covariantes. A posicao dos indices das componen-
tes é, no entanto, diferente.

Uma outra operagao com tensores € a contracgao de indices no interior de um
mesmo tensor. Consideremos o tensor C do exemplo acima cujas componentes
s30 escritas no sistema de coordenadas z# . Somemos nos indices v/ e ~', por
exemplo. Temos entao,

’
v

C*yn' y=C" 5y (238)

A contracao dos indices ¢’ e 4 resultou em um tensor misto de terceira ordem,
uma vez contravariante e duas vezes covariante. A operacdo de contracao de
indices no seio de um tensor sempre reduz duas vezes sua ordem, suprimindo
um indice contravariante e um covariante. A demonstragao disto se faz usando

a regra da cadeia para as derivadas:

oV Azt 9xP 9x° Az dx” . .,
VNPT g ogv Dz Oz dxP - P o
ozH 0xd 9x°
_ Bro  w
Oz Oz Oxr’ 0,C%s
ozH 0x Hx° o
= 9w DV amp,c S - (239)

o

’

’ v .
Logo, C* ,/\/ , se transforma como um tensor de terceira ordem, uma vez
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contravariante e duas vezes covariante, que podemos escrever como

’
v

!’ ’
C” v\ o’ = CU N p! . (240)
A contragao de indices s6 pode ser feita, evidentemente, entre indices covariantes
e contravariantes.
Um tensor de segunda ordem pode ser decomposto em uma parte simétrica
e uma parte anti-simétrica. De fato, consideremos um tensor covariante de

segundo ordem A,,, como exemplo. Podemos escrever

1 1
Apw = Auv+§Auu_§Avu
1 1
= b} Apw + Avy "‘5 Ay — Auy
= A +Ap (241)
onde definimos
1
Ay = 5l Aw A (242)
1
A[W] = b} A — Avy : (243)

Para um tensor puramente simétrico, temos A,, = A,,, enquanto para um
tensor puramente anti-simétrico, 4,, = —A4,,.
Podemos também gerar um novo tensor, a partir de um tensor dado, derivando-

o. Mas, para tanto, sera preciso generalizar a no¢ao de derivada covariante.

21 A nocao de métrica

Os resultados descritos acima parecem indicar que sé podemos fazer o produto
entre dois vetores, obtendo uma funcao escalar, quando um deles é covariante
e o outro é contravariante. Isto traria problemas para obter a norma de um
dado vetor, definida como a raiz quadrada do produto interno de um vetor por
ele proprio. Entretanto, podemos de fato definir o produto interno de um vetor
covariante por ele préprio, assim como podemos definir o produto interno de um
vetor contravariante por outro também contravariante. Isto é feito com ajuda da

métrica. A métrica é uma quantidade tensorial que permite estabelecer como
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se calcula a distancia infinitesimal entre dois pontos em uma dada estrutura
geomeétrica.
A distancia infinitesimal entre dois pontos no espaco euclideano a trés di-

mensoes pode ser escrita, utilizando coordenadas cartesianas, como
ds® = da® + dy® + d2* = gudatde” (244)
onde p,v = 1,2,3 e onde introduzimos o termo g,,, que neste caso ¢ tal que

G =0 = 1 se p=v |,

= 0 se pu#v

O termo g,,, como apresentado acima é denominado de métrica do espago eu-
clideano a trés dimensoes: é a quantidade que diz como calcular a distancia
entre dois pontos infinitesimalmente proximos no espaco euclideano a trés di-
mensoes. No caso acima, temos a expressao para a métrica euclideana quando
se emprega o sistema de coordenadas cartesianas. E claro que este intervalo nao
deve mudar quando fazemos uma transformacao de coordenadas, visto que ela é
uma propriedade intrinseca da geometria em questao; no nosso exemplo acima,
a geometria euclideana. Assim, se fizermos uma transformagao de coordenadas
do tipo

ot =ty 2N =2V (@) (245)
o elemento de distancia entre dois pontos se transforma da seguinte maneira:

oxt dx”

ds* = glww oxY dl)\’dx’yl = g)\/’y’dx)\,dlﬁl ) (246)
onde
ox* Ox”
g)\/,y/ = guy 7(9.%'/\/ 7(9%7, (247)

Isto nos mostra que a quantidade g,,,, se transforma duplamente como uma quan-
tidade covariante. Dizemos entdo que g,, € um tensor covariante de segunda
ordem.

Dada uma métrica g,,,,, podemos obter a inversa, que serd um tensor contra-
variante de segunda ordem. Esta inversa é obtida estabelecendo que o produto

da métrica por sua inversa € a identidade:
g™ =6, (248)
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onde d,, ¢ a fungao delta de Kronnecker definida anteriormente.
Podemos exemplificar o que foi exposto anteriormente ainda no ambito da
geometria euclideana. Consideremos a transformacao de um sistema de coorde-

nadas cartesianas para um sistema de coordenadas esféricas, definida por

r=rsinfcos¢ , y=rsinfsing , z=cosh , (249)
[r2 L .2
r=+z2+y2+22 | tan@zxi—i_y , tan¢:g ) (250)
z x

Essa transformacao e sua inversa sao bem definidas, a excecdo quando z =
y = z = 0, ela é degenerada (esse mesmo ponto pode ser representado por
uma infinidade de coordenadas r, 6, ¢). Neste caso, o elemento infinitesimal de

distancia se transforma como,
ds® = dz? + dy? + dz? = dr® + r2d0? + r?sin? d¢® . (251)

Neste caso revela-se conveniente representar a métrica como uma matrix:

1 0 0 1 0 0
gw=1_10 1 0 iogve =10 12 0 . (252)
0 0 1 0 0 r2sin’0

Consequentemente, as matrizes inversas se escrevem como,

100 1 0 0
gv=10 10| ; ¢ =[0 r2 0 . (253)
0 0 1 0 0 r2sin726

Consideremos agora o caso do espago-tempo quadridimensional de Min-
kowski. Neste caso, o elemento invariante que permite calcular a distancia entre

dois eventos (pontos no espago-tempo) é dado por
ds® = Adt* — da® — dy? — dz* =, dotdx” . (254)

Observe que neste caso a métrica foi escrita como g, = 7,,,. Isto é feito para
seguir a tradicao segundo a qual a métrica no espago-tempo de Minkowski se
simboliza por 7,,,. Em coordenadas esféricas (ct,r, 6, ¢), a métrica de Minkowski

se torna,
ds® = 2dt* — dr® — r?(d6? + sin® 0d¢?) = 1, dat dz”’ . (255)
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A métrica n,, e sua inversa n"” se escrevem, em coordenadas cartesianas e

esféricas, como

Ql\)
=
=
o

0 -1 0 0
Mo = 0 0 -1 o ; (256)
o 0 0 -1
2 0 0 0
0 -1 0 0
N IR 0 (257)
0 0 0 —r?sin’@
2 0 0 0
N e (258)
0 0 -1 0
0 0 0 -1
c? 0 0 0
= 0 -1 0 0 . (259)
0 0 —r2 0
0 0 0 —r~2sin"% 6

A contracao da métrica, na sua forma covariante, com um vetor contrava-
riante, resulta em um vetor covariante. Podemos demonstrar isto facilmente,
verificando como esta quantidade se transforma quando passamos de um sis-
tema de coordenadas a outro. Consideremos entao a quantidade B, = g,,B".

. . ’
Reescrevamos esta quantidade no sistema de coordenadas x* :

!’ /
oz oz o ox¥

By = g B = gxy ozt Oxv Oxr'
o N o
o _
= g3y GOy BY = 5By (260)

o que mostra que o vetor B,, construido a partir do vetor contravariante B",
com ajuda da métrica, se comporta efetivamente como um vetor covariante.
Da mesma forma, utilizando a métrica inversa ¢’ podemos obter um vetor

contravariante a partir de um vetor covariante.
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. i v vari varian.
Desta forma, o produto interno de dois vetores covariantes (ou contravarian
tes) pode ser feito com ajuda da métrica. De fato, dado um vetor contravariante

A# podemos construir sua versao covariante utilizando a métrica:
At = Ay =g,A" . (261)
Assim, a norma do vetor pode ser calculada:
AFA, = g A AT (262)
No caso da métrica de Minkowski, em coordenadas cartesianas, temos
AA, = AP AY = (A0 — (AT — (422 — (%2 . (263)

Observe que no espago-tempo de Minkowski, a norma de um vetor contravari-
ante nao ¢ definida positiva.
Da mesma forma, usando a métrica inversa n**, podemos associar um vetor

contravariante a um vetor covariante:
B, = B'=n"B, . (264)
A norma de um vetor covariante se escreve entao como
BB, =n"A,A, . (265)

No espaco-tempo de Minkowski, utilizando coordenadas cartesianas, a norma
se le

B"B, =1, B"B" = (Bo)* — (B1)* = (B2)* = (Bs)* . (266)

Como no caso anterior, ela nao é definida positiva.

Note-se que se estamos, por outro lado realizando a contracao de um vetor
contravariante A* com um covariante B,, obtemos, ainda no espago-tempo de
Minkowski,

AFB,, = A°By + A'By + A’By + A®B3 . (267)

Por outro lado, para contrair um vetor, por exemplo, contravariante A* com ou-
tro vetor contravariante C'”, teremos necessidade de introduzir a métrica conver-

tendo uma das quantidades em um vetor covariante (qual delas, nao é relevante

68



para este propdsito):

AFC, = AP, CY =1, AFCY = A,CF = A°CY — A'Ct — A2C? - A3CP
(268)

A partir das consideragoes acima, pode-se dar conta porque a distingao entre
vetores covariantes e contravariantes nao é muito enfatizada quando se desen-
volve uma teoria no espago euclideano usual. Utilizando-se o sistema de co-
ordenadas cartesianos os valores numéricos das componentes de um vetor con-
travariante A* sao iguais aos valores numéricos das componentes covariantes
correspondentes A, = g,, A" devido & forma da métrica e sua inversa neste sis-
tema de coordenadas (252,253). Entretanto, esta distingdo ja se torna relevante,
mesmo no caso euclideano, quando se emprega outros sistemas de coordenadas,
mesmo que ortogonais, como o esférico, cilindrico, etc.

As estruturas geométricas nao se esgotam com o espaco euclideano e o
espaco-tempo de Minkowski. Existem infinitas geometrias possiveis, com es-
truturas proprias, classificadas pela forma como se calcula a distancia entre dois
pontos infinitesimalmente proximos. Estas geometrias, que apresentam em ge-
ral uma curvatura intrinseca, se denominam geometrias riemaniannas. No caso
onde elas apresentam uma coordenada temporal, como no caso minkowskiano,
elas sdo denominadas normalmente como pseudo-riemaniannas. Muitas vezes,
utiliza-se a expressao geometria riemanianna para designar em geral estruturas

espaciais ou espago-temporais dotadas de uma métrica.

22 Meétrica sobre a esfera bi-dimensional

Podemos exemplificar o significado da métrica estudando o caso da esfera. O
objetivo é definir a métrica sobre a esfera, isto é, como se calcula a distancia
infinitesimal entre dois pontos sobre esta superficie. A esfera estd imersa no
espago euclideano a trés dimensoes. Em coordenadas cartesianas, a distancia
entre dois pontos no espago tri-dimensional é dada pela expressao (244). Se re-
expressarmos este elemento de distancia em coordenadas esféricas, temos entao

a expressao (251). Como queremos nos restringir & superficie da esfera, o raio é
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constante e igual a R, resultando na métrica bi-dimensional,
ds®> = R*(d#* + sin” 0d¢?) . (269)

Em que a métrica (269) difere da métrica de um plano cartesiano? Em
principio poder-se-ia realizar uma transformacao para o sistema de coordenadas
cartesiano bi-dimensional. Mas, a situagao é um pouco mais sutil. O que se tem
a fazer, é projetar os pontos da superficie da esfera sobre o plano. Isto implica
em realizar uma projecao estereografica, mapear a esfera no plano. Definamos,

para este fim, as coordenadas no plano,

r=rcosa , y=rsina |, (270)
r=+vz2+y? , a= arctan% . (271)
Temos que = 5 — g. Isto resulta em
0 0
dcos<72T - 2) = dsin 3= 2R (272)
T 0 0
1 _ — — — —- = . 2
dsm<2 2) dcos2 T (273)

Podemos agora relacionar as coordenadas (6, ¢) sobre a esfera com as coorde-

nadas (r, &) sobre o plano:

0
r:2Rc0t§ , a=¢ . (274)
A partir destas transformacoes, obtém-se,
4R dr . 4Rr
df = —m 5 sinf = m s d¢ =da . (275)
Assim, a métrica da esfera (269) adquire a forma,
16R*
2 _ 2, .27 2

Ou ainda, utilizando as coordenadas cartesianas (x,y) sobre o plano,

L @ray) . (277)

(1 + “i;éfz)

A expressao da métrica sobre a esfera expressa em coordenadas cartesianas

ds® =

do plano (277) mostra que a geometria da esfera é bastante diferente da geome-

tria do plano, como deveriamos esperar. A diferenca consiste fundamentalmente
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no fator comum em (277) que multiplica a métrica do plano euclideano. Por
ser um fator comum, ele é denominado de fator conforme. As componentes da

métrica da esfera neste sistema de coordenadas se escrevem entao,
1

2
(1 + xz;rﬁ’z)

De posse da métrica de uma superficie esférica, podemos calcular, por exem-

9rx = Gzy = sy Yzy = Gyz = 0 . (278)

plo, a distancia entre dois pontos sobre a superficie, a drea de uma regiao deli-
mitada por duas latitudes (duas curvas com 6 constante), etc. O espago definido
pelos elementos métricos (278) é um espago a curvatura constante positiva, com
raio de curvatura k = %. Este é um exemplo de uma geometria nao euclideana,

com o espago dotado de uma curvatura intrinseca.

23 A derivada covariante

A derivada ordinaria de um tensor nao €, em geral, um tensor. Isto pode ser
visto de maneira simples. Considere-se, para ser especifico, um vetor contrava-
. / . ~ . . X
riante A* | cujas componentes sdo escritas em um sistema de coordenadas z* |
e considere-se a derivada ordindria destas quantidades utilizando este mesmo
sistema de coordenadas. Agora, realizemos uma transformagdo para um novo

. / / ~
sistema de coordenadas z7, tal que * = 2* (27). Tem-se entdo

oAr a9 (0a
oxv' Oxv Oxr \ 0z°
P 9k HAC P 92pn
_ OxP 9z 9A +8x 0z e (279)

Oxv' Ox° OxP  Oxv OxPOx°

A quantidade inicial, a derivada ordindria do tensor contravariante de primeira
ordem, nao se transformou como um tensor devido a presenca do segundo termo
em (279). O mesmo ocorre para qualquer outro tensor, de qualquer natureza e
qualquer ordem, excetuando o caso do tensor de ordem zero (um escalar) cuja a
derivada ordindria resulta em um tensor covariante de primeira ordem. A razao
é aue os vetores da base mudam de diregao de um ponto a outro, e isto tem que
ser levado em conta ao se comparar dois vetores em pontos distintos do espaco.

Entretanto, é fundamental que possamos construir quantidades que deri-

vadas se comportam como tensores. A razdo é simples: as leis fisicas, assim
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como muitas quantidades matematicas, sao expressas como derivadas de certas
grandezas; se elas nao se transformarem tensorialmente sob uma mudanca de sis-
tema de coordenadas, isto implicara que as leis fisicas nao guardarao sua forma
quando da passagem de um sistema de coordenadas a outro: a invariancia das
leis fisicas quando da passagem de um sistema inercial a outro nao estaria asse-
gurada. Para tanto, serd preciso generalizar a nogao de derivada, introduzindo
a derivada covariante.

Existem muitas formas de se definir uma derivada covariante, todas obvi-
amente equivalentes. Introduziremos a noc¢ao de derivada covariante impondo
que a derivada covariante das componentes da métrica seja nula. Isto na verdade
nao ¢é obrigatdrio e existem estruturas onde a derivada covariante da métrica
nao é nula. Na verdade, ao impormos que a derivada covariante da métrica
é nula, estamos supondo que a métrica guarda sua forma sobre toda a varie-
dade, quer dizer, a geometria é puramente definida pela métrica. Isto define os
espacos riemaniannos. Existem outras estruturas, como as dos espagos dotados
de torgao, os espacos de Weyl, onde isto nao é verdade. Mas, visto que estamos
interessados em espagos riemaniannos, nos deteremos neste tipo de estrutura.

Denotemos a derivada covariante como

D

Dy D g+

(280)

A agao da derivada covariante sob a métrica resulta em um valor nulo. A de-
rivagao covariante é a derivagao ordinaria mais a agao de uma conexao. Uma
conexao leva em conta o fato que ao derivarmos, estamos subtraindo a quan-
tidade em dois pontos diferentes da variedade e, neste caso, devemos levar em
conta nao unicamente a variacao intrinseca da quantidade, mas também o fato
que os eixos do sistema de coordendas mudam quando passamos de um ponto
a outro, notadamente se a variedade é curva (muito embora esta condi¢do nao
seja necessaria, ja que a nocao de derivada covariante é necessaria mesmo em
um espago plano quando se, por exemplo, coordenadas curvilineas). Definimos

entdo a derivada covariante sob um dado tensor, digamos A*,, como

DyAM, = §,A", +TH A%, —T9 Ak . (281)

pv

Note-se que a agao da conexao sobre indices contravariantes leva a um sinal
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positivo, equanto sua acao sobre indices covariantes leva a um sinal negativo.
Qual é a forma da conexao? Para tanto, impomos que a derivada covariante

da métrica seja nula:

D/Lgl/)\ = a,u.gl/)\ - Ffu/gpk - FZ)\gl/p =0 . (282)

Para descobrirmos a forma da conexao re-escrevamos a expressao acima reali-

zando uma permutacgao ciclica dos indices:

D;Lgu)\ = (%gw\ - Pﬁugp)\ - FZ)\ng =0 ; (283)
D)\g,uu = a/\g,uu - Fiﬂgpv - Fi,/g,up =0 ; (284)
Dyg)\u = augku - Flp,)\gpu - Fgugkp =0 . (285)

Ao subtrair (284,285) de (283), e considerando que a conexao é simétrica nos
indices inferiores, obtém-se
augu)\ - aAgmx - 6ug/\,u = QF,))\ygup . (286)

Multiplicando pela métrica inversa g"?, utilizando o fato que ¢g"?g,, = 07,

obtemos finalmente para a conexao,

1 log
FZV = igp (8ugllo + augua - 309W> . (287)

Sob uma transformacao de coordenadas,

oxP 0x° o Oz 9zY
7 = A o 5 HV = P . 288
In Oxt Oxv 9r g oxP Ox° g (288)
Logo, a conexao se transforma como,
g I
FD/)\/ = gg 8U’g’y’)\’ + a)\/g,y/l,/ — a’y’gl/’)\’
19z 9z [ Ox™ oxP Ow Oz¥ 0z da
= 3 gP rVa 7 N gﬁw + b\ 8&1 7 N 9Ba
2 0xP Ox° oxv oxY Ox ox oxY Ox
8xﬁ8 oxr® Ow
a7 P\ 0 9z Jov
Oz dx® Ox* 2aP  dat
_ T r* Ox e T T . (289)

OxP Ozv' 9z~ ¥ Qx¥ 0z OxP
A presenga do ltimo termo em (289) mostra que a conexao, conhecida neste

caso como simbolo de Christoffel, nao é um tensor.
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Podemos analisar agora o comportamento da derivada covariante sob uma

mudanca de sistema de coordenadas. Temos,

DAY = 9,4 +TY, A7
oz~ dz¥ DA 0z OxV

OxH Oz Oz = OxM Ox*0zx°
ox’ Oz Oxv 5 oz*’

o

L T T R A
n 9%z 9z dxr -
Ozt dzr' dx® Ox°
9 9z AT 9 Y,
Oz Ox° 9z~ Ozt Ox*dx°
+ 81:1/ 8.17& B K
OxB dxr' =~
o (9z*\]oz"
0 [ 50 ( aﬂ,)} AT (290)
O 1ltimo termo pode ser re-arranjado conforme se segue:
0 (0x*\]ox” 0 [02° 92”] da™ %2
0xo \ 9zt ) | Oz Oz |Oxr dz | Ozt Ox*Ox°
0 Jox”'] 0a~ 0%
020 [ Oz | Oxt Qx*Ox°
_ i-é‘u’] _axa 82.’131/
T 0ze | 7] OxH dxdxc
x> 9%xv
T Ozt 9z08z° (291)

Assim, o terceiro termo de (290) é anulado pelo quarto termo. Temos entdo

+FgﬁA”>— Ou® 02" by 4o (292)

D, A = - g or
" ozH Ox°

T 9z dxe

’
oz 0x¥ [0A°
ox™
iv. vari .
Logo, a derivada covariante se transforma como um tensor. O mesmo pode ser

demonstrado para a derivada covariante de um vetor covariante.

24 Os operadores Laplaceano e D’Alambertiano

A equacdo de propagacao de uma onda para uma dada quantidade ¢ se escreve

como , ) , )
19¢ 0% 06 ¢ _
2otz 0x2 Oy 022 0 (293)



Ou ainda como

1%,
onde ) ) )
0 0 0
2_ O O 9
Vi Ox2 * Oy? * 022 7 (295)

é o operador Laplaceano em coordenadas cartesianas.

A equagao da onda pode ser escrita de uma forma mais econémica como

Op=0 |, (296)
onde )
_ 10 2
0= 22 v, (297)

é o operador D’Alambertiano em coordenadas cartesianas. As expressoes (295,297)
representam, na verdade, os operadores Laplaceano e D’Alambertiano no espaco
euclideano e minkowskiano, respectivamente, em coordenadas cartesianas. Em

particular, esses operadores podem ser escritos como
V:=6490,0;, , O=n"9,0, , (298)

onde 4,7 =1,2,3 e u,v=0,1,2,3.
Em uma geometria qualquer definida por uma métrica g,,, o operador

D’Alambertiano se escreve como
O=g¢"D,D, =g" (8H8,, — Fzy8p> . (299)

Nesta expressao, foram utilizadas as derivadas covariantes, de maneira que este
operador seja covariante. Podemos pensar que o operador Laplaceano é o caso
particular do operador D’Alambertiano quando a métrica é a do espago eucli-
deano em trés dimensoes. Esta expressao covariante permite, em particular,
calcular o operador Laplaceano em qualquer sistema de coordenadas de uma
maneira muito simples.

De fato, considere-se como exemplo o operador Laplaceano no espag euclide-
ano em coordenadas esféricas. Primeiro, devemos obter a métrica neste sistema

de coordenadas:
ds® = da? + dy? + d2? = dr? + r*(d6? + sin® 0dp?) . (300)
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Assim, os coeficientes métricos nao nulos sao:

g =1, goo=1> Jop = r?sin?0 (301)
gT=1 , ¢ =r"2 | ¢*=r"2sin"%0 . (302)

Os simbolos de Christoffel ndo nulos sao:

po=-1 , DIgy=-r sin6 (303)

I‘Z¢ = —cosfsinf I‘ZJ¢ = cot f (304)

Assim, temos para o operador Laplaceano, lembrando que estamos neste caso

no espago euclideano a trés dimensoes:

v o= g™ <8u3y - Ffwﬁp>
1
r2sin®6

_ 1,2 AL 5 (g 1 g
= 3 O, (r 6T>+r2 [Sin989<51n989>+sin208¢] ) (305)

Obtivemos assim a expressao conhecida para o operador Laplaceano em co-

1 2 1
= 9+ T—2892+ 8§,++r—23r+r—2cot089

ordenadas esféricas simplesmente através da nogao de derivada covariante. Da
mesma forma, podemos determinar a forma do operador Laplaceano (ou D’Alambertiano)
em qualquer outro sistema de coordenadas, partindo apenas da distancia infini-

tesimal entre dois pontos naquele sistema de coordenadas.

25 A cinematica relativista

A cinemadtica busca descrever o movimento de uma particula através de sua
posicao, velocidade e aceleragao. Na mecanica newtoniana tais quantidades tém
trés componentes, ja que a mecanica newtoniana é formulada em um espago eu-
clideano tri-dimensional, ao qual se acrescenta o tempo como parametro univer-
sal. Entretanto, a relatividade restrita indica que vivemos em um espaco-tempo
quadri-dimensional. Portanto, as quantidades correspondentes devem ter qua-
tro componentes, uma delas associada as coordenadas temporais. Serd preciso,
portanto, generalizar as expressoes usuais newtonianas para as quantidades ci-

nematicas.
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No que diz respeito a posicao, esta generalizagao é direta, e nés ja a abor-
damos anteriormente. O quadri-vetor (vetor com quatro componentes) posicao

é, em coordenadas espaciais cartesianas,
= (ct,z,y,2) . (306)

A velocidade é a variacao da posicao com o tempo. Em mecanica newtoniana
esta definigao nao traz grandes dificuldades, uma vez que a estrutura geométrica
newtoniana é o espaco euclideano tri-dimensional ao qual se acrescenta o tempo
como parametro universal. A velocidade, portanto, é a derivada do vetor posicao
em relacdo a este tempo universal, independente do observador. Em relativi-
dade restrita, por outro lado cada observador mede um tempo particular ao seu
referencial.

E necessdrio para definirmos a quadri-velocidade um parametro que seja,

como no caso newtoniano, independente do observador. Este parametro é for-

necido pela distancia infinitesimal entre dois pontos no espago tempo,
ds* = 2dt* — dx® — dy* — dz* . (307)

Como ja foi visto anteriormente, este elemento de linha tem o mesmo valor
para todos observadores inerciais. Por outro lado, o tempo préprio 7 é o tempo
medido por um observador em repouso em relagao a particula. Para este obser-
vador, temos entao

ds* = c*dr? . (308)

Consequentemente, o tempo préprio também é um invariante, pois ele difere de
ds? pelo fator constante c. Isto significa que, se dois observadores localizados
em referenciais diferentes, descrevem o movimento de uma dada particula, eles
discordarao sobre a medida de tempo respectivas, mas concordarao sobre qual
é a medida de tempo do observador em repouso em relagao a particula, quer
dizer, o tempo proprio da particula.

Tomaremos entao o tempo préprio como sendo o parametro universal, uma

vez que ele é um invariante. Assim, a quadri-velocidade se define como

dzt
M = —_—
U pral (309)

(s



A quadri-velocidade assim definida é um vetor ou, dito de outra forma, um ten-
sor contravariante de primeira ordem. Podemos facilmente relacionar a quadri-
velocidade, que é um tensor no espago-tempo a quatro dimensoes, com as gran-
dezas usuais tri-dimensionais. De fato consideremos novamente a distancia in-

finitesimal ds. Temos entao,

ds? = Adr? =c2dt? —da® — dy? —d2?
dz? + dy? + dz?
2 _ 2

2
dr? = dt2<1 — ”2> ,
c
2 2
dr = dt4/1— 2—2 =~v()dt , ~v)=14/1- Z—z . (310)

Desta forma temos

dr
O (311)
Assim
po_ o dtdat () dr dy dz
T e TN\ ar
= ()¢, vz, vy,0:) = y(v)(c, V) . (312)

Esta é a expressao para a quadri-velocidade expressa em termos da velocidade
tri-dimensional ¥ medida em um referencial inercial especifico. Observe que,
neste caso, escrevemos o fator de Lorentz como 7(v) e ndo como I'(V) pois
queremos distinguir os fatores de Lorentz que correspondem a passagem de um
referencial inercial arbitrdrio para o referencial préprio da particula (vy(v)) do
caso onde se processa a passagem de um referencial inercial arbitrario a outro
igualmente arbitrario (I'(V)). Um dos motivos para isto é que o referencial
préprio pode ser apenas localmente inercial, como no caso onde a particula
estd sendo acelerada: é preciso neste caso definir uma sequéncia de referenciais
inerciais, cada um correspondendo ao referencial préprio da particula apenas
em um intervalo infinitesimal de tempo.

O quadri-vetor velocidade u* é do tipo tempo. Ha duas formas de mostrar
isto. Uma delas seria calcular explicitamente a contracao utu, = nyutu”
utilizando (312) e a expressao da métrica minkowskiana 7,,. A outra faz uso

da definigdo (309) e da nocao de elemento de linha ds? e do tempo préprio
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dr. Vamos considerar esta segunda possibilidade, que é bem mais econémica.

Utilizando entao a defini¢ao (309), temos

u - dx# dx”
Wi = =
dx*dzx¥ ds?
= ——— = —= 313
K dr? dr? (313)

onde utilizou-se o fato que ds? = 1, dz"dz”. Lembrando agora que ds? = c¢*dr?,
temos finalmente

utu, =c* . (314)

Logo, a norma do quadri-vetor velocidade é igual ao quadrado da velocidade
da luz, sendo portanto positiva definida. Assim, o quadri-vetor velocidade é do
tipo tempo. Isto estd ligado a nocao de causalidade: uma particula sé pode
seguir uma trajetéria no espago-tempo de Minkowski tal que a relagao causal
esteja assegurada.

A generalizacdo quadri-dimensional da aceleracdo segue 0s mesmos passos.
A aceleracao ¢é a derivada da velocidade. Novamente, para que esta afirmagao
faga sentido no espago-tempo quadri-dimensional, a derivada deve ser em relagao
a um parametro universal, no caso o tempo proprio medido pela particula da
qual se calcula a aceleracao. Temos enao,
_dut A2zt

p S _ 4
“ dr dr?

(315)

Podemos também expressar a quadri-aceleracao em termos das grandezas tri-
dimensionais usuais, como a posicao, a velocidade e a aceleracao medidas em
um referencial especifico. Utilizando novamente a relagao entre o tempo préprio

da particula 7 e o tempo coordenado medido em um referencial inercial ¢ (311),

tem-se
@ = 0) 5 = 5(0) % (e 1))
= 10§ W)e, ¥ ()T +7(v)D) (316)
Temos, por outro lado,
30) = g =) Y (317)



Assim, a quadri-aceleragao expressa em termos das quantidades tri-dimensionais,

medidas em um referencial particular, assume a forma

2=
5+ a) , (318)

sendo a a aceleracao tri-dimensional da particula medida em um referencial S
especifico.

O quadri-vetor aceleragao a* é do tipo espago. Novamente, pode-se demons-
trar isto de duas formas: utilizando a definigdo da quadri-aceleragado (?7) em
termos das grandezas tri-dimensionais, ou mostrando que a quadri-aceleragao é
ortogonal a um vetor tipo tempo, como a quadri-velocidade. Seguiremos este
iltimo procedimento por ser mais econdmico e por nos revelar uma relagao entre
os quadri-vetores velocidade e aceleragao que serd muito 1til posteriormente.

Considere-se a norma da quadri-velocidade,
utu, =c* . (319)

Diferenciando em relagao ao tempo proprio e observando que o lado direito de
(319) é constante, obtém-se
dut du”

Y=g = 0 = Wuv“#? = nuuta’ =u,a" =0 . (320)

Uma vez que os dois quadri-vetores sao ortogonais entre si e que o quadri-vetor
velocidade é do tipo tempo, o quadri-vetor aceleracao é forcosamente do tipo
espago.

Ao exprimimos os quadri-vetores velocidade e aceleracao de uma forma ma-
nifestamente tensorial temos que, dadas suas componentes em um sistema de
reféncia, podemos calcula-las em outro sistema de referéncia. De fato, as compo-
nentes destas duas quantidades, expressas em um referencial S e um referencial

S’, se relacionam como

<
B
I

A wr (321)
= AMa . (322)
Utilizando estas relagoes, podemos expressar, por exemplo, as quantidades tri-

dimensionais (velocidade, aceleracao, etc.) medidas em um referencial em ter-

mos das mesmas quantidades em outro referencial.
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26 O momento e a lei de forca relativista

Na mecéanica newtoniana, a segunda lei indica qual é o efeito de uma forca F so-
bre uma particula: F = ma. Como vimos anteriormente, utilizando a definigao
de @ como segunda derivada da posicdo em relacdo ao tempo, obtemos que
esta expressao é invariante pelas transformagoes de Galileu. Se focalizarmos a
atencao nas transformacoes de Lorentz, temos que substituir todas as grandezas
tridimensionais por grandezas quadridimensionais definidas no espaco de Min-
kowski. Essas grandezas devem ser tensores, se transformando como tais quando
de uma mudanca de um referencial a outro. Construir relagoes tensoriais é a
unica forma de garantir que teremos expressoes que manterao sua forma por
transformacoes de Lorentz; além disto, devido a natureza das transformacoes
de Lorentz, que sdo definidas em um espaco-tempo a quatro dimensoes, tais
expressoes sao forgosamente quadri-dimensionais. Desta forma, a generalizagao
minima (podemos sempre pensar em algumas generalizagoes mais complicadas)

da segunda lei de tal forma a incorporar estes principios relativistas é:

dut A2+
Ft=mpa" =mo——=mo—— ,
dr dr

(323)
onde a*, u*, x* e T sao a quadri-aceleracao, a quadri-velocidade, a quadri-
posicao e o tempo proprio, respectivamente. O termo mg é a massa de repouso
da particula; o seu significado ficard mais claro posteriormente.

A quadri-aceleragao é um tensor de primeira ordem. Como mg é um escalar,
F* é também um tensor de primeira ordem. (Lembramos que o tempo préprio,
sendo proporcional ao elemento ds (ds?> = c?dr?), mantém-se invariante por
transformacoes de Lorentz). Este fato nos permite relacionar as componentes
de F* com as expressoes usuais newtonianas de forca. E mais: nos permitird
interpretar fisicamente o que significa a componente temporal desta quantidade
FO que, aparentemente, e apenas aparentemente, nao tem equivalente newtoni-
ano.

De fato, a quadri-forga F*, sendo um tensor, visto que é construido a partir
de quantidades tensoriais, se comporta, por uma transformacao do sistema de

. !’
coordenadas x* para o sistema de coordenadas x* , como

FF = A FY (324)
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’
’ n , . ~ .
onde A¥ = %’;V ¢ a matrix de transformacao do sistema de coordenadas ¥ ao

. / ’ ~
sistema de coordenadas z* . No caso especifico das transformacoes de Lorentz
b

isto conduz a:

o= I‘(FO—‘C/F1> ; (325)
FY = P<F1—CF0> ; (326)
F?¥ = F? (327)
F¥ = F3 . (328)

Nos conhecemos as leis de forga macroscopicas e que obedecem as relagoes
newtonianas com grande precisao. Como relacionar essas leis de forca ordinarias
com a expressdo aparentemente mais abstrata dada por (470)? Para vermos isto,

retomemos a expressao da quadri-aceleracao a*:

n 1
Mas,
j{ — = ; . (330)
p
Desta forma,
F* = moy(f%.f) (331)

onde f = %717 é a componente espacial da quadri-forca medida em um dado
referencial S. Desta forma, a relagdo da quadri-forca com a lei de for¢a ordinéria
se torna

Fr=nqf" (332)

sendo f* a expressao tridimensional de uma for¢a medida em um referencial

especifico: para o caso de uma forca restauradora, f* = —kz%; para o caso da
forca gravitacional, f* = —G A;[;” x".

Necessitamos entretanto, interpretar F°. Lembremos que o quadrivetor ace-
leracao é do tipo espago, ao passo que o quadri-vetor velocidade é do tipo tempo.

Logo, a*v,, = 0. Assim,
M 2( 70 i o_ L
Fru, =0—=~7( fc— flv :O—>f:Ef~vi . (333)
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Desta forma, a componente temporal da quadri-forca estd ligada a poténcia
transmitida pela forca f
O resultado precedente permite reescrever as leis de transformagao das com-

ponentes da forca relativista:

_Viw
fi = fi_v : (334)
! _ f2
fa = ri—oy) (335)
r .f3
fz = -2y (336)

27 O momento linear

Na mecéanica newtoniana, o0 momento se escreve como p = mu. A generalizagao
quadridimensional é imediata. Nés escrevemos o momento em quatro-dimensoes
como

P = mout = moy(c,v) . (337)

Novamente, aparece mg, a massa de repouso da particula; v* é, como antes, a
quadri-velocidade. Como v* é um tensor de primeira ordem e mg é um escalar,
pH serd também um tensor de primeira ordem e se transforma como tal quando

passamos de um sistema de coordenadas z* para um sistema de coordenadas
'
!’
;o Oxt
no_ v
=P (338)

No caso especifico da transformacao de Lorentz, isto conduz as seguintes ex-
pressoes conectando as componentes do quadri-momento no novo sistema de

coordenadas em relages no antigo sistema de coordenadas:

!/ V
¥ = F<p° - cp1> , (339)
, 1%
pt = T(p'— cp°> 7 (340)
p2/ _ p2 , p3/ _ p3 . (341)

Como o quadri-momento é diretamente proporcional a quadri-velocidade, ele

também é do tipo tempo.
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Como no caso da definicao da quadri-forga, devemos interpretar a com-
ponente temporal do quadri-momento. Para fazermos isto, consideremos no-
vamente a quadri-forca e escrevemo-la como derivada do quadri-momento em

relagao ao tempo proéprio:

dp*
FHt = . 342
dr (342)
Esta relacao pode ainda ser reescrita como,
dp* dt
b= = 343
dt dr (343)
Mas, % = v, de maneira que temos,
dp*
FH = 344
T (344)

Recordando as expressoes da quadri-forca em relagao as grandezas tridimensio-

nais usuais, nés obtemos,

de . dpi

0 %

= —_—— 5 = 345
= f'= (345)
Como f0 = %‘%, entdo p’ = % a componente temporal do quadri-momento

estd relacionada com a energia da particula. Além disto, observamos que

E

P’ =moye=— = E = ymoc® . (346)
c

Notemos que quando a particula estd em repouso v = 1 e ainda assim ela possui

uma energia dada por

EO = m002 s (347)

denominada energia de repouso da particula. Essa energia de repouso nao tem
analogo newtoniano
Por outro lado, nés temos,

dp’ d

fr= g :mO%'yv . (348)

Esta expressao nos permite escrever a relacao entre forca e momento relativista

projetada no espago tridimensional:

f=my (W+ ’yd’) . (349)
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O resultado obtido anteriormente para o quadri-momento linear poderia, de
certa forma, ser antecipado por razoes puramente conceituais. Ja foi dito anteri-
ormente que as leis de conservagao estao relacionadas a invariancias da teoria em
relacdo a certos tipos de transformacgoes. O fato de um sistema ser invariante por
uma translacdo espacial (pouco importa fazer uma experiéncia em Vitéria ou
em Cachoeiro, desde que os sistemas sejam idénticos) conduz & conservagao do
momento; o sistema fisico é também invariante por transformacoes temporais,
o resultado de experiéncias feitas sobre sistemas idénticos sendo o mesmo inde-
pendentemente se a experiéncia foi feita hoje ou ontem: esta simetria conduz
a conservagao da energia. Como agora estamos trabalhando em um continuo
espago-temporal, as conservagdes em separado do momento (invaridncia espa-
cial) e da energia (invaridncia temporal) se unificam em uma tdnica invariancia
espago-temporal, que é expressa pela conservagao, para um sistema fechado, do

quadri-momento:
vr=p (350)

onde os indices 7 e f designam momentos inicial e final, respectivamente. A
equagdo (350) expressa simultaneamente as leis de conservagdo da energia e
do momento linear tridimensional, que se apresentam como leis separadas na
mecanica newtoniana. Essa relagao de conservacao serda amplamente usada ul-
teriormente.

2

Da expressao do momento (337), e lembrando que v*v, = ¢, nés obtemos,

m 2 2 2 E? D
PPy =myc =7 =z p . (351)
Definindo,

E=~E , p=1p , (352)

E = \/m3ct+p2c? (353)

que relaciona a energia da particula com sua massa de repouso e momento linear.

obtemos a expressao,
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28 Problemas envolvendo leis de forca

Vamos analisar agora em detalhe alguns problemas envolvendo o calculo das

trajetérias de uma particula para alguns casos particulares.

28.1 Forcga constante

Vamos inicialmente considerar o exemplo mais simples: uma particula inicial-
mente em repouso que sofre a agdo de uma forga constante, orientada segundo
o eixo dos z, de tal forma que, no referencial do laboratério, ela assume a forma
f = fzi = fi, f sendo uma constante. Neste caso, a quadri-forga se escreve,

fv

F=7(=>.£00) . (354)

Considerando que o momento é dado por

P = ’ymo(a U) ) (355)
e que F = % = 7%, obtemos,
fv dy
= il 356
P T (356)
dry dv
f*mo(aer’Y%) ~ (357)

v = it =wot , (358)
mo
onde fizemos wg = mio A solugao para a velocidade é,
t
v= (359)
w2t?
14 <

c2

ao passo que a solucao para a distancia percorrida é,

2 w3t2
=—(1/1 O 1) . 360
. wo( + ) (360)

No limite em que a velocidade da luz tende a infinito, obtemos as relagoes

newtonianas usuais,

v~ wet , x=—— (361)



Por outro lado, podemos observar que a velocidade jamais ultrapassard o valor
limite ¢:
t—o00 =v —c . (362)

Finalmente, é interessante estabelecer uma relacao entre o tempo medido no

laboratério e o tempo préprio medido por um relégio fixo na particula. Temos,

t 2 t
7':/ \J1- Sdt = —sinn 1 % (363)
0 c wo c

No limite ¢t — oo, temos a relacao

C QWQt
T~ —In
wo C

, (364)

0 que mostra que o tempo proprio cresce muito mais lentamente que o tempo

do laboratério.

28.2 Forca constante ortogonal a velocidade inicial

Consideremos agora outro problema classico da mecanica newtoniana: uma
particula com velocidade inicial vy orientada ao longo do eixo x que entra em
uma regiao onde é submetida a uma forga F orientada ao longo do eixo y.
Na mecanica newtoniana, trata-se de um problema trivial, visto que existira
aceleracao apenas ao longo do eixo y, a velocidade na dire¢ao x permanecendo
constante. Em relatividade restrita, entretanto, sabemos que existird também
aceleracao ao longo do eixo x como efeito da velocidade nao nula nesta diregao.

Vamos escrever as relagoes que nos interessam. Temos,

i ia fd
Fr—mgat = 4 =% g Ly (365)
mo c? mo dt
Obtemos entao,
vi= L iva (366)
mo
Isto nos conduz a duas relagoes:
Ve =ots Y=t . (367)
YT o

Elevando ao quadrado as duas expressoes e adicionando-as, obtemos

2
) I

’YQUZ = ’)/O’UO2 + w02t y wo 2 (368)
mo
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Esta ultima equagao, nos permite obter v em termos de t:

2 242
7:\/1+’W) ) (369)

c2

Inserindo (369) nas das equagdes apresentadas em (367), obtemos

v, = Yo% (370)
/1 + 701102:;&702752
Wot
vy = . (371)

2 242
0V0o°t+wo“t
R B

Observemos que no limite t — oo, temos v, — 0 e v, —+ ¢, 0 que quer dizer que
a particula se desloca com velocidade praticamente igual a da luz na direcao y,
em relagao ao que a velocidade na diregao x se torna desprezivel.

Estas relagoes podem ainda serem integradas, fornecendo = e y em fungao

de ¢:

a(t) = sinh_1<\/;:0+;vg> : (372)

2 2 2t2 2
o) = C(\/H%%M)_\/Hvzgo) G

wo c?

o que nos fornece a relagao impicita,

z = 2 ginh (y2 - 1) . (374)
Wo

Esta relacao pode ser comparada com sua equivalente newtoniana,
x = (375)

Note-se que no limite em que ¥ — 0, as duas relagoes coincidem.

28.3 Particula carregada em movimento sob a acao de um

campo magnético uniforme

Suponhamos uma particula de massa de repouso mg e carga g que se move com
velocidade ¢ perpendicular a um campo magnético estatico B. Suponhamos
entao que

T=wvsi+v,] , B=Bk . (376)



A lei de forga se escreve

f=q0x B=q(—vej +v,0)B . (377)
Usando as relagoes relativistas deduzidas anteriormente, temos
d — 2 A
’/TLQ%’Y(U)U = q(—vgj +vyi)B .. (378)
Por outro lado, devido a ortogonalidade entre v e B em qualquer instante de
tempo, temos que
P dE d
F=—=—=m
dt  dt

Logo, v(v) = constante, implicando que o médulo da velocidade permanece

y(v)2 =0 . (379)

constante.

Desta forma, podemos entao escrever

by =Wy, , by = —wivy (380)

qB

onde w? = 22
moy(v)

Estas equagoes podem ser reduzidas a uma tnica equagao:
vi+wu =0 , i=xzy . (381)

A solucao entao se escreve como,

Uy = Ugg cos(wt) , vy = vy cos(wt) (382)

onde a fase foi escolhida de forma a satisfazer as condicoes iniciais. Integrando

novamente para obter x e y, temos
2(t) = “sin(wt) ,  y(t) = 22 sin(wt) (383)
w w

onde fixamos que a particula no tempo ¢t = 0 se encontrava na origem. Desta

forma, a particula descreve um circulo de raio

r:\/a:Q—i—yQ:%O ;o =\[vag F Ul - (384)

A expressdo newtoniana correspondente a este caso é idéntica & obtida an-
teriormente, com a tunica diferenga que w,, = fn—B;. O parametro w ¢é conhecido
como frequéncia de ciclotron. Assim, a frequéncia de ciclotron relativista é me-
nor que a newtoniana, devido & presenca do fator v(v) no denominador, e o raio

do circulo descrito pela particula é maior.
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28.4 O movimento da 6rbita dos planetas. Precessao das

orbitas elipticas

Inicialmente vamos estabelecer o contexto do problema através da analise new-

toniana. Neste caso, temos que

-, M
F=myda — d=-G—7 |, (385)
r2
jé que F = —GMmoj A aceleracio escreve-se, em coordenadas esféricas,

@= (i —r6®)i + (r6 +276)0 . (386)
Inserindo esta relagdo em (385), obtém-se duas equagoes:

; : M
P —rf? = —Gr—2 , (387)
r+20=0 . (388)

A 1ultima equacgao pode ser integrada, fornecendo
720 = | = constante (389)

o que implica que o momento angular é conservado, fato bem conhecido para o
caso da forca central. Observe-se que a quantidade [ é, na verdade, o momento
angular por unidade de massa.

Reinserindo este dltimo resultado na primeira equacao, obtém-se

12 M

5=-03 (390)

Agora, torna-se interessante realizar uma mudanca de varidvel, de t para 6.

Desta forma, escrevemos

l
ro= r'T—Q , (391)

) d(, L\ B 1
Assim, a equagao (390) assume a forma:

’I"H T?’Q 1 M

90



Ou ainda: "
1 1 M

Definindo u = %, esta equagao admite uma forma simples:
M
w4 u= Gl—2 . (395)

Tem-se agora uma equacao diferencial de segunda ordem nao homogénea, do
tipo oscilador harmonico. Neste caso, temos que procurar a solugao geral da
equagao homogénea correspondente e uma solugao particular da nao homogénea.

O resultado final escreve-se
M
uzAcosH—l—Gl—2 , (396)

que, em termos de r, resulta em

1

e 397
" ACOSH%-GIM2 (397)

A solucao (397) corresponde a uma 6rbita parabdlica, hiperbdlica ou eliptica,

dependendo se A é igual, menor, ou maior que G lMQ Utilizando a expressao da

energia F = %m0v2 + GMZ,"O, que é uma constante para a solu¢ao acima (o que
era de se esperar pois a forga central é conservativa), esses casos correspondem
a energia zero, positiva e negativa, respectivamente.

Para o caso de energia negativa, (A > GZMQ) temos uma érbita eliptica:
a @ = 0 o raio da drbita é minimo (periélio), crescendo até atingir o valor
méximo em 6 = 7 (afélio), e decrescendo novamente até o valor minimo em
0 = 2¢. Logo, o periélio ocorre sempre no mesmo lugar, ao fim de uma volta
completa. Entretanto, nao é isto que se observa, e os planetas descrevem érbitas
elipticas cujo periélio acusa um pequeno avanco a cada volta completa. O
caso mais notério é o de Merctirio, cujo periélio avanca a uma taxa de 42" de
arco por século. Uma anomalia pequena, mas detectdavel, em relagao a solugao
newtoniana apresentada anteriormente.

A anomalia observada nas dérbitas elipticas dos planetas, devido ao avanco
do periélio, pode ser em principio explicada através da perturbacao que a érbita
de um dado planeta sofre devido a presenga dos demais planetas. Afinal, o

problema tratado acima é um tipico problema de dois corpos, mas na verdade a
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é6rbita de um planeta no sistema solar é um problema de N corpos'?, j& que um
planeta descreve sua trajetéria sob a acao nao apenas do sol, mas também dos

demais oito planetas!?.

Isto é feito através de técnicas perturbativas. Entre-
tanto, mesmo tal analise, mais completa e detalhada, consegue explicar apenas
parcialmente o avango do periélio dos planetas. Para o caso mais extremo, que
¢ o de Merctrio, o avanco do periélio é de aproximadamente 550" de arco por
século; mas somente cerca de 510” de arco por século podem ser explicados
como devidos aos efeitos dos outros planetas; algo como 40" de arco por século
resistem a qualquer explicacdo utilizando a mecanica newtoniana'4. E um efeito
pequeno, mas perfeitamente detectavel e que estd além da margem de erro das

técnicas perturbativas empregadas.

Consideremos agora o caso relativista. Temos as seguintes equagoes:

Feo = moy(v)e?, (398)
f = mo(37+ 7. (399)
Como antes, vamos supor,
> Mmyg
f=-G—3 (400)

Rigorosamente falando, estamos introduzindo um elemento estranho a teoria da
relatividade: a lei de forga gravitacional newtoniana nao obedece aos postulados
relativisatas, ja que ela supoe uma interacao instantanea. No entanto, vamos
ignorar este fato pelo momento, considerando que o problema que estamos tra-
tando é uma primeira aproximacao ao problema real. A solucdo mais completa
de problemas envolvendo forcas gravitacionais implica considerar a teoria da

Relatividade Geral, que se encontra além da andlise & qual nos propomos aqui.

120 problema de dois corpos é perfeitamente resolivel em mecéanica newtoniana. Quando
um dado problema envolve mais que dois corpos, e em principio ndo admite solugdo exata, ele

é denominado problema de N corpos
13Para sermos mais precisos deveriamos levar também em conta a presenca dos satélites no

caso de alguns planetas, dos asterdides, etc.
14Foi aventada a possibilidade que este efeito se deveria ao achatamento do sol: se o sol

for achatado, ele terA um momento quadropolar que gera uma precessdo do periélio. Mas os
parametros de achatamento do sol conhecidos nao sdo capazes de gerar um efeito da magnitude

observada
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Retornaremos a esta questao no capitudo dedicado a teoria da Relatividade

Geral.

29 Conservacao do momento

Na mecénica newtoniana, as leis de conservagao da energia e do momento linear
sdo independentes. A conservacdo da energia se verifica quando nao existem
forcas dissipativas agindo no sistema; as forcas envolvidas sao conservativas, o
que significa que elas podem ser deduzidas de um potencial. A conservacio do
momento, por outro lado, esta ligada a terceira lei de Newton, como foi visto no
primeiro capitulo, e nao é verificada caso haja forcas externas ao sistema. Mas,
existe uma forma mais elegante de derivar estas leis de conservagao: elas estao
associadas as simetrias do sistema. A lei de conservacao da energia corresponde
a invariancia da estrutura do sistema com relacao as translagoes temporais,
enquanto a lei de conserva{cdo do momento estd associada & invaridnica com
relagdo as translagOes espaciais. A invaridncia temporal é quebrada quando
existem forgas dissipativas, visto que a evolucao do sistema se torna irreversivel,
enquanto a invariantica espacial nao se verifica mais quando hé forcas externas,
visto que diferentes posicoes espaciais nao mais se equivalem devido a presenca
de um agente externo ao sistema.

A teoria da Relatividade Restrita unifica, de uma certa forma, tempo e
espaco em uma tnica entidade, que é o espago-tempo. Em consequéncia, as duas
leis de conservagao citadas acima, se reduzem a uma tnica lei de conservagao.
Dito de outra forma, uma vez que energia e momento linear se expressam em ter-
mos, agora, de um unico ensor, o quadrivetor momento, existe agora uma tnica
lei de conservagdo associada as translacgoes espago-temporais. Consideremos,
por exemplo, um conjunto de pariculas, cada uma dotada de seu quadrivetor
momento. Podemos somar estes quadrivetores, para obter o quadrivetor total

do sistema:
N
E By
Pl—,p )= Pl —,pk |- 401
(r)=xn(tn) oy

A conservacao do quadrimomento significa que a soma total dos quadrimomen-

tos individuais deve ser a mesma em qualquer momento da evolucao do sistema,

93



na auséncia de forgas dissipativas e de agentes externos ao sistema:
Pl<zaﬁl>—Pf<f7ﬁf>7 (402)
c c

onde os superescritos ¢ e f indicam ”inicial”’e ”final”. Uma vez que, em uma
igualdade de quadrivetores, cada componente deve se igualar separadamente,

temos,

Ei=F' | p=p, (403)

onde

N N
E'=Y"E, ., E=)E|, (404)
k= k=1

N N
2 Y A ) N (405)
k=1

sendo E! (E,J: ) a energia inicial (final) da k-ésima particula. A mesma notagao
se aplica para os momentos tri-dimensionais.
A lei de conservagao do quadrivetor momento é particularmente importante

nos problemas de colisao elasticos. Vamos ver a seguir alguns exemplos.

29.1 Choque entre duas particulas

Duas particulas, a primeira de massa m e a segunda de massa M colidem elas-
ticamente. Suponhamos a situagao em que a primeira particula se move com
velocidade V = V1, enquanto a segunda particula se encontra em repouso na
origem. Tratemos primeiramente o problema do ponto de vista Newtoniano.
Ainda, por simplicidade, consideremos o caso puramente uni-dimensional. Neste

caso, temos as leis de conservacao da energia e do momento:

1 1 1
émv2 = imvf—i-in%, (406)

mV = muy + MUQ. (407)

Uma manipulagao algébrica simples, conduz aos seguintes resultados para v e

V2.
m— M
= —V, 408
e m+ M (408)
2m
= ——_ Vv 4
Vg m+MV (409)
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Os casos limites s@o bem determinados: se m >> M, a particula 1 continua
seu movimento como se a particula 2 nao existisse, e a particula 2 adquire uma
velocidade que é duas vezes a da primeira partiula; se M >> m, a segunda
particula permance parada depois da colisdo enquanto a primeira retorna com a
mesma velocidade inicial em mddulo; se as duas particulas tém a mesma massa,
depois da colisao a primeira particula fica em repouso na origem, enquanto a
segunda particula passa a ter a velocidade que antes era a da primeira particula.

Ao analisar, do ponto de vista relativista, o choque entre duas particulas,
vamos primeiro considerar o caso em que as massas sdo iguais. A primeira
particula tem velocidade V= VTenquanto a segunda particula estd em repouso
na origem. O problema torna-se mais simples se analisado no referencial do
centro de massa. Logo, vamos analisar a colisao no referencial S’, que se desloca
em relagao a S com velocidade U orientada ao longo do eixo positivo dos x.

Neste referencial, as velocidadades das particulas sao,

v —U V-U
v = 7 = T (410)
e ==
Vo — U
onde fixamos v; = V e vy = 0. Impondo v = —vf, de tal maneira que S’

corresponda ao referencial do centro de massa, obtemos

2 2
U:C{l— 1—‘;}. (412)

Observe que, no limite de baixas velocidades, obtemos U = %, em acordo com
o resultado Newtoniano. Alids o sinal em frente & raiz quadrada de (412) foi
escolhido de maneira a reproduzir este limite.

Podemos generalizar esta andlise para o caso em que o choque nao seja
uni-dimensional, mas se passe no plano (z,y). Suponhamos que a particula
1 saia com velocidade v fazendo um angulo # com o semi-eixo positivo dos
x e a particula 2 saia com velocidade ¥2 fazendo um angulo ¢ com o semi-
eixo negativo dos x. Neste caso, as conservacoes da energia e do momento

tridimensional fornecem as seguintes equagoes:
2my(v)?2 = my(v)e? + my(ve)c?, (413)
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0 = m~y(vy)vy cosd — my(ve)vg cos @, (414)

0 = my(vi)vysind — my(ve)ve sin . (415)
As duas tultimas equagoes podem serem combinadas, resultando em
Ut = 2303, (416)
onde, por simplicidade, chamamos ~(v;) = 7;. Usando a relagao,
2 =a(1- %) (417)

encontramos y; = 2. Usando a primeira equagao, tem-se que y; = v2 = v(v),
o que implica v; = v, = v. Logo, 6 = ¢.
Podemos agora achar os angulos de espalhamento no referencial original S.

Para isto consideremos a transformacao de velocidades inversa:

_ Vig + U

By = = 418
1 14+ 1)1CE2U ( )

by = —— (419)

r(U) [1 + ”lgaU}

— Vo + U

Dyy = =T 420
’ 1+ 2257 (20

Ty = — (421)

) [1 + U}

Desegnemos 6 e ¢ os angulos de espalhamento (sempre com o eixo ) no refe-

rencial S. Eles serao dados, a partir das expressoes acima, por,

~ 1 vsin 6
= vy 422
tanf T(U)vcos®+ U’ (422)
tang = = —vsing (423)

I'U) —vcosp+ U’

Lembrando que U = v, e que ¢ = 6 + 7, obtemos,

_ 1 sin §
= _— 424
tan T'(v)cosf+1’ (424)
- 1 sin 6
tang = (425)

I'v) —vcosf+ U’

As velocidades, em médulo, sdo:
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30 As Equacoes de Maxwell

As equagoes de Maxwell relacionam os campos elétrico e magnético entre si, e

com as fontes, cargas e correntes. Elas se escrevem da seguinte forma:

vE = L2 . (426)
€0
V.B = 0 ; (427)
o OB
E = —— ; 42
- - OF
VxB = ,[L()j + EOMOE . (429)

A relagdo de compatibilidade entre elas (por exemplo, a divergéncia de (30
combinada com a derivada parcial em relagdo ao tempo de (426)) nos conduz a
equacao da continuidade:

dp

5 tVIi=0 . (430)

As grandezas fundamentais sdo os vetores campo elétrico e magnético e, no que
diz respeito as fontes, a densidade de carga e o vetor densidade de corrente.
Estes 1ltimos possuem quatro componentes no total e podem ser representados
por um quadri-vetor. Se levarmos em conta a covaridncia pelas transformagoes

de Lorentz, deveremos escrever o vetor quadri-corrente como
JH = povt, (431)

onde v* = (¢, ¥). Logo,

-,

J=~(cp,j) - (432)
O fator ~ revela que a densidade de carga, e consquentemente a densidade de
corrente, sao afetadas quando se passa de um referencial inercial a outro, devido
a contracao das distancias.

Os vetores campo elétrico e magnético tém no total 6 componentes. Elas nao
podem ser acomodadas em um quadri-vetor, i.e., em um tensor de primeira or-
dem, como a densidade e a corrente. Um tensor de segunda ordem, carregando
dois indices, contém em principio 16 componentes. Se ele for simétrico, ele terd
dez componentes, e se ele for anti-simétrico, ele terd 6 componentes. Somos
conduzidos assim a pensar que os campos elétrico e magnético podem ser aco-

modados em um tensor anti-simétrico de segunda ordem. A questao consiste em
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como construir este tensor anti-simétrico de segunda ordem, identificando suas
componentes com as componentes dos campos elétrico e magnético de modo a
satisfazer as equagoes de Maxwell escritas anteriormente.

Como ja vimos, as equagoes de Maxwell homogéneas, (28,29) permitem es-
crever os campos elétrico e magnético em termos de grandezas auxiliares, os

potencias vetor e escalar:

B = Vx4 |, (433)
- A
EFE = —-Vop—— . 434
0-= (434)
Os campos elétrico e magnético assim obtidos sao invariantes pelas transformagoes
de calibre,
A = A+vy , (435)
10x
— —-——= . 436
N (436)

Podemos partir de uma observacao simples: os potenciais eletromagnéticos sao
um vetor e um escalar, totalizando quatro componentes. A partir deles podemos
pensar em construir um quadri-vetor. Vamos considerar entao o seguinte quadri-
vetor,

-,

A* = (¢,cA) . (437)

O fator c¢ foi introduzido por razdes dimensionais. Observemos que os campos
sao obtidos a partir dos potenciais por processo de derivagdo. Como desejamos
identificar os campos como componentes de um tensor anti-simétrico de segunda
ordem, e que seja construido a partir dos potenciais, temos uma escolha natural
para a expressao que relaciona os potenciais ao tensor anti-simétrico de segunda

ordem, que denotamos F},,:
F,, =0,A, —0,A, . (438)

Observe-se que o tensor F),, foi definido covariante, enquanto o quadri-vetor po-
tencial A* foi definido contravariante. Logo, nas expressoes acima conectando
o tensor F),, aos potenciais A", deveremos considerar que A, = (¢, —cA). Ob-
viamente, temos que

Fuv = _Fyu . (439)
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O nosso problema agora consiste em determinar as componentes deste tensor

de segunda ordem. Temos

9A
Foi = 00Ai — 040 = _(E)i - (Vé)i=E; (440)
0A;  0As -
Fio =014 — A1 = — — —= = A)s =B 441
12 142 2 = T O (V x A 3 (441)
0As 0As -
Fy3 = 00435 — 0349 = — — — = A =B 442
23 = Op Az — 0342 91y Oxs (V x A) 1o (442)
0A; 0As -
F31 =034, —01A3 = — — —— = A)a =By . 44
31 = 0341 — 01 A3 925 Oy (V x A4), 2 (443)
Devido a anti-simetria do tensor F),,, temos Fig = —E1, F5 = —Bs, F3 = — By,
Fi3 = —B,. Logo, o tensor F),, pode ser representado pela matriz,

0 E. E, E.
—F, 0 —cB, c¢By
F, = (444)
cB, 0 —cB,

-FE, —cB, cB, 0
Esse tensor contém as componentes dos campos elétrico e magnético.

A forma contravariante do tensor F),,, (que daqui por diante denominado ten-

sor eletromagnético ou tensor de Maxwell) dada por F* = nt’n*? F,,, escreve-

se
0 -E, -E, -E.
E, 0 —cB cB
o= : Y (445)
E, cB, 0 —cB,

E, —cB, c¢B; 0
As equacoes de Maxwell envolvem derivadas dos campos que, em duas delas,
estao conectadas com os termos de fonte. Desta forma, podemos supor que as

duas equagoes de Maxwell nao-homogéneas podem ser escritas como
P =kJ" (446)

onde a virgula denota derivada com relagao as coordenadas z,, e k é uma
constante a ser determinada.

Podemos desenvolver esta expressao para os casos v =0e v = i:
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S F° + 9, F° = kJ°

OFC = kpc . (447)

A comparacdo com a primeira das equacdes de Maxwell e o fato que F° =

E; permitem escrever k = -
CeQ

e V=1
QF”" +0,F’" = kJ' |
OE; = OFY .
- = kj . 448
cot Ogi / ( )

Desenvolvendo esta expressao, observamos que a quarta equagao de Mawxell é
reproduzida se usarmos F'2 = —cBs, F3! = —¢cBy e F?3 = —¢Bj.

Pode-se, a partir do tensor F*¥, obter outro tensor de segunda ordem anti-
simétrico, utilizando-se o tensor completamente anti-simétrico de Levi-Civita a
quatro dimensoes:

TFRY = le‘“"’”Fpa , (449)

onde €123

= 1 e qualquer permutagao de dois indices conduz a uma mudanga
de sinal. *F*” é conhecido como tensor eletromagnético dual. Célculo direto

nos permite escrever as matrizes associadas a *F*" e a *F),,:

0 cB; c¢By c¢B,

R = , (450)
—-cB, E, 0 —-E,
—-cB, -FE, E, 0
0 —cB; —cBy —cB,
cB, 0 —FE, E,
“F = (451)
cB, E, 0 —-FE,
cB, —IEy E, 0

A partir das expressoes acima, podemos observar que a passagem do tensor
eletromagnético F'*¥ ao seu dual implica nas substituicbes £ — —cB e cB — E.

As duas equagoes de Maxwell homogéneas podem ser obtidas de
0, F* =0 (452)
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como pode ser verificado usando os mesmos passos que no caso anterior das

equagoes com fonte. Assim, as equagoes de Maxwell passam a ser escritas como,

Jl/
N = 453
’ = (453)
0, F™ = 0 . (454)

Derivando a equacao (453) em relacao a coordenada v, e lembrando que 0,0, F**

0 devido a anti-simetria do tensor eletromagnético, obtemos
OuJ' =0 . (455)

A equagao (455) expressa de forma covariante a equagio da continuidade.

Desta forma, conseguimos construir um tensor eletromagético, anti-simétrico,
de segunda ordem, que resume as equagoes de Maxwell em duas equagoes ten-
soriais, consequentemente covariantes pelas transformacoes de Lorentz, que sao
(453,454). Além disto, a prépria construgdo do tensor eletromagnético mostra
como ele se relaciona com o potencial A* dado por (437). As fonte sdo dadas
pelo quadri-vetor (432).

Resta-nos agora tornar covariante as transformacoes de calibre (435,436).

Isto pode ser obtido escrevendo-se

A, =A,—0x . (456)

O calibre de Lorentz assume a forma

10¢ -
H—=__T V.A=
O A Y +cV.A=0 . (457)

Desta forma, todas as relagoes fundamentais do eletromagnetismo de Maxwell

estao escritas em forma tensorial, manifestamente covariante.

31 Leis de transformacao para os campos elétrico
e magnético

Na passagem de um referencial inercial S para um referencial S’ que se move em
relacao a S com velocidade constante V' que consideramos, por simplicidade, pa-

ralela ao eixo dos x, os campos elétrico e magnético devem ser expressos de forma
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diferente em um referencial e no outro. O fato que o tensor eletromagnético F),,
obedece a leis de transformagao usuais de um tensor, nos dird exatamente como
devemos escrever os campos E’ e B', medidos no referencial S, em funcio dos
campos E7 B e da velocidade relativa entre os dois referenciais V.

E 6bvio que os campos nos referenciais S e S’ nao devem ter as mesmas ex-
pressoes. Por exemplo, uma carga em repouso no referencial S cria apenas um
campo elétrico; no referencial S’ esta carga terd uma velocidade —V e, além do
campo elétrico, ela criard também campo magnético. Mas, precisamos estabele-
cer exatamente como isto ocorre, nao apenas para esta situagao, relativamente
trivial, como para situagoes mais gerais. A covariancia das equagoes de Maxwell,
em particular do tensor eletromagnético, pelas transformacoes de Lorentz nos
conduzird nesta tarefa.

O tensor eletromagnético F), no referencial S’ se escreve em termos do

tensor eletromagnético F),, no referencial S como
Fp/w = AZ’Ag'FpU ) (458)

onde, como antes, AZ, representa a matriz da transformacao de Lorentz. Pode-

mos entdo calcular as diversas componentes do tensor F},,. Para a componente

F{, temos
F), = E,=MAA}F,, = Ay A} For + Ay A Fio
V2
= I’E,— —5TE,=E, , (459)
c
onde I' = ﬁ é o fator de Lorentz. As componentes I, = E, e F(; = I

c2
tém comportamento similar. Assim, apresentamos apenas o caculo para uma
delas:
F62 = EZ/J == AS/ (QT/FpJ == Ag/Ag/FOQ + Ag/Ag/FQO + A(l)/Ag/Flg
v
= I'E,+ —IcB,=T(E,+VB,) . (460)
c

Repetindo o cdlculo para a componente Fj;, obtém-se

E.=T(E.-VB,) . (461)
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As componentes do campo magnético se calculam de forma similar. A com-

ponente Fj, = ¢B., se apresenta como
Fiy =cBl = AyAS F,p = A3 A3 F3o = cB, . (462)

Para a componente Fy; = cB, obtém-se

Fls = c¢B) =M\ A F,, = A} A3 Fos + A'1A3, Fis
1% 1%

enquanto para a componente Fj, se escreve
, Vv
cB, =T(cBy + ?Ez) . (464)

Resumindo, as expressoes para as transformacoes dos campos elétrico e magnético

Se escrevemm como

E;: =E, > B;c =B, , (465)
14

E; = F(Ey + VBZ) , B; = F(By — ?Ez) , (466)
\%4

E.=T(E.~VB.,) ., B.=T(B.+3E, . (467)

Estas expressoes podem ser reescritas de uma forma mais compacta lembrando-
se que a velocidade V entre os referenciais S e S’ estd orientada ao longo do eixo
x. Uma inspecao direta das expressoes (465,466,467) revela que, vetorialmente,

elas podem ser escritas como

Ej=E . Bj=B , (468)
all V4 >3 R/ 53 ‘7 nl
E| =T(FE, -V xB) , Bl:(BL+C—2><E) , (469)
onde os sfmbolos || e L denotam as diregoes paralela e perpendicular a velocidade

relativa entre os dois referenciais V.

32 Aplicacao: a forca de Lorentz

De posse das leis de transformacao para o campo elétrico e magnético, e uti-

lizando também as leis de transformagao para a quadri-forca, podemos fazer
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uma importante aplicacao: deduzir a lei de forga de Lorentz a partir da lei de
forga elétrica devido a um campo E que age sobre uma carga. Esta aplicagao
é particularmente interessante pois normalmente, vista como uma teoria tri-
dimensional, e ignorando a sua natureza relativista, o eletromagnetismo seria
obrigado a considerar a forga de Lorentz como uma expressao empirica. Consi-
derando a estrutura relativista do eletromagnetismo, a forga de Lorentz aparece
como consequéncia da forca que age sobre uma carga em repouso devido a sua
interagao com um campo elétrico.

Para verificar isto, considere uma carga ¢ sobre a qual age um campo elétrico

FE em um dado referencial S onde esta carga esteja em repouso:

—

f=qE . (470)

As expressoes que relacionam as componentes da forga f agindo sobre um dado

corpo medidas em S com as componentes da for¢a f' medida em S’ sdo

; fi4+ 2L
fi = A—% v (471)
142,
rr
o= A (472)
%4
F(1+C—2)

onde ¥ é a velocidade deste corpo medida em S’ e V' é a velocidade relativa
entre os dois referenciais. Como antes, a forca é separada em suas componentes
paralela e perpendicular a velocidade relativa V. Como a carga se encontrava

em repouso em S, ¥ = —V, o que reduz as expressoes acima para

— v F N — 2
f/_vj;v_f‘/l_fV

c2 w7

7 Il
1 - (;72 c2
£
fi = 7J_V2 =Tf (474)

onde usamos o fato que 1% f’ V= ]?\IIVQ devido a propria definigao de flll €como
sendo a componente de f’ paralela a V.
A tarefa agora consiste em inserir (473,474) na expressao (470) e utilizar as

transformagoes (468,484) inversas. Para a componente paralela encontra-se
fi =i =By =) . (475)
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Para a componente perpendicular, tem-se
fL=Tf =qEL =qU(E, +V xB)= f, =qE. +V xB) . (476)
Utilizando agora as duas expressoes acima, obtém-se
fi+fi=Ff=dE|+E, +VxB}=q{E'+V xB} . (477)

Assim, um observador no referencial S’ verd a carga ¢ que se move com veloci-
dade V em uma regiao onde existem campos elétrico e magnético E' e B sendo
submetida a forca de Lorentz.

A deducao da lei de forca que age sobre uma carga ¢ em movimento subme-
tida a campos elétrico e magnético, a forga de Lorentz, é um exemplo notével de
como a exploracao da natureza intrisicamente relativista do eletromagnetismo
pode lancar luz sobre expressoes que, vistas do ponto de vista tridimensional e

nao relativista, devem ser obtidas a partir da experiéncia, empiricamente.

33 Invariantes eletromagnéticos

Como ja foi discutido no capitulo 3, escalares construidos a partir das quantida-
des fisicas fundamentais desempenham um papel importante em Relatividade
Restrita. Um dos aspectos essenciais da Relatividade Restrita reside na co-
variancia, isto é, na invariancia das leis fundamentais por transformacgoes de
Lorentz. Entretanto, ao resolver um problema especifico, escolhe-se um referen-
cial particular. Na andlise dos resultados obtidos neste referencial é fundamental
distingiiir entre o que é especifico ao referencial empregado, e o que independe
do referencial. Uma forma de realizar esta distingao é através do estudo dos
escalares (logo, invariantes por mudanga de referencial) construidos a partir das
quantidades fisicamente relevantes. Veremos uma aplicagao concreta disto para
o caso do eletromagnetismo.

As quantidades fundamentais do eletromagnetismo expressas na sua for-
mulagao manifestamente covariante a quatro dimenoes séo o tensor eletromagnético
F,, e o termo de fonte representado pela quadri-corrente j#. Com o termo de

fonte, é possivel formar o escalar j2 = j#j,. Usando a expressdo explicita para
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a quadri-corrente (431), pode-se determinar j2:
2~ 2
P === 0T =(ER v ) = oy (478)
i=1

Esta expressao apenas nos diz que j2 estd relacionada com a densidade de carga
no referencial préprio do sistema.

Mais relevantes sao as quantidades que podem ser construidas a partir do
tensor eletromagnético F,,. Na verdade, como foi visto anterioremente, o for-
malismo manifestamente covariante do eletromagnetismo emprega também o
tensor eletromagnético dual *F',,,. Pode-se construir, em principio, trés quan-

tidades escalares com o tensor eletromagnético e o seu dual:
I, =F"F,, , L="F"F,, , I;="F'""F, . (479)

Usando a definicdo do tensor dual *F*” = e"P7F,,, e o fato que €*P7¢,,\y =
5;’5,‘; — 0505, pode-se mostrar que I3 = 2[;. Assim, os tinicos invariantes real-
mente independentes sao I e Is.

Podemos calcular os invariantes simplesmente através da multiplicagao das
matrizes que representam o tensor eletromagnético e o seu dual. Por exemplo,

construindo a matrix M} = FFPF,,,, tem-se que Iy = M} =Tr(M}'). Assim,

0 -E, —-E, -E, 0 E, £, E.
E, 0 —cB, c¢By —F, 0 —cB, c¢By
I]_ = Tr
£, c¢B, 0 —cB; —-E, c¢B, 0 —cB,
E, —cB, cB, 0 -E, —cB, cB, 0
= 2(E*-¢2B?) . (480)

Da mesma forma, Iy = Tr(N*v), sendo N} = *F"F,,. O célculo explicito de

I> conduz a

0 cBy c¢By ¢B, 0 FE, E, E,
—cB, 0 -E, E, —F, 0 —cB, cBy
L = Tr )
-cB, E, 0 -E, -E, B, 0 —cB;
—-cB, —-E, E, 0 -E, —cBy cB,; 0
— —4cE-B . (481)
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Qual € o significado e a utilidade destes invariantes? O valor numérico destes
invariantes é o mesmo em qualquer sistema de referéncia, exatamente porque
tratam-se de invariantes. Sabe-se que em alguns referenciais uma configuracao
de fontes conduz a existéncia apenas de campo elétrico, ao passo que uma outra
configuracao implica a existéncia apenas de campo magnético. Um exemplo do
primeiro caso é uma carga g em repouso, enquanto um exemplo do segundo
caso é uma corrente atravessando um condutor que é globalmente neutro eletri-
camente. Em outros referenciais, estas configuragoes levarao a uma combinagao
de campos elétrico e magnético, devido as leis de transformagao de campos es-
critas anteriormente. Inversamente, os valores dos invariantes I; e Iy permitem
saber se existe, para uma dada configuracao de campos elétrico e magnético,
um referencial onde s6 existird o campo elétrico ou o campo magnético. Supo-
nhamos, por exemplo, que I; > 0 e I = 0. Neste caso, sempre serd possivel
encontrar um referencial onde existird apenas campo elétrico. Por outro lado,
se Iy < 0 e I, = 0, existe um referencial onde apenas ocorrera a presenca de
campo magnético. No entanto, se I # 0, em todos os referenciais haverd cam-
pos elétrico e magnético, independentemente do valor de I;. O caso particular
onde Iy = I, = 0 corresponde a uma onda eletromagnética: isto implica £ = ¢B
e E L E, o que, de fato, caracteriza uma onda eletromagnética.

Neste sentido, por exemplo, o conhecimento dos invariantes, obtido a partir
dos valores dos campos elétrico e magnético, permite saber se existe uma carga
liquida diferente de zero (sempre haverd campo elétrico), ou se a carga total é

nula (é possivel sé se ter campo magnético).

34 Exemplos de campos elétrico e magnético

O célculo dos campos elétrico e magnético para uma dada distribuigdo de fon-
tes nao é, normalmente, uma tarefa simples. No eletromagnetismo classico,
técnicas matematicas apuradas sao empregadas para se obter respostas a pro-
blemas as vezes aparentemente simples. Em situagoes estaticas, a determinagao
dos campos elétrico e magnético se passa da forma habitual, aparentemente
sem nenhuma consideracao relativista. A palavra ”aparentemente”foi usada

porque, no fundo as equagoes de Maxwell sao essencialmente relativistas. En-
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tretanto, esta natureza relativista se manifesta de forma mais clara em situagoes
dindmicas, onde a configuragao de campos muda com o tempo. Neste caso, se
se quer manter a estrutura relativista, é preciso ter em mente que os sinais,
inclusive a mudanga do valor do campo em um dado ponto a uma distancia i~
de uma carga em movimento, se propagam com a velocidade da luz.

Mesmo que o emprego da relatividade restrita possa conduzir a situagoes ex-
tremamente complexas no estudo de problemas de eletrodinamica, o fato que as
equagoes relativistas em geral, e as do eletromagnetismo em particular, sao cova-
riantes, pode frequentemente simplificar a tarefa de determinar as configuragoes
de campos: calcula-se o campo em um dado referencial, onde o problema adquire
uma forma mais simples, e depois transpoe-se o resultado para o referencial em
que se pretende conhecer aquela configuracao. O fato de que sabemos como
expressar os campos elétrico e magnético em um referencial S em funcao des-
tes mesmos campos medidos no referencial S’ é, obviamente, crucial para que
possamos assim proceder. Daremos a seguir dois exemplos deste procedimento,

um envolvendo essencialmente o campo elétrico e outro o campo magnético.

34.1 O campo de uma carga elétrica em movimento

Considere-se uma carga elétrica pontual g que se move com velocidade constante
v em um dado referencial S. Ja que as equagoes sao invariantes por uma rotagao
dos eixos coordenados espaciais, usaremos este fato para fixar que a particula se
move retilineamente ao longo do eixo x: ¥ = v1. Normalmente, este problema
apresenta uma dificuldade nao trivial: a carga em movimento criard campos
elétrico e magnético em um dado ponto 7, cujo valor em um dado tempo ¢ é
devido & posicao da carga em um momento ¢’ =t — ~ anterior.

Entretanto, este problema pode ser tratado de uma forma relativamente
simples se ele é incialmente analisado em um referencial S’ onde a carga estd
em repouso, sendo depois os resultados transpostos para o referencial S através
das leis de transformagoes para os campo elétrico e magnético determinadas
anteriormente.

No referencial S’, que se move em relacao a S com velocidade V =0=nql

a carga ¢ encontra-se em repouso. Podemos supor sem perda de generalidade
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que a carga g encontra-se na origem de S’. Neste caso os campos elétrico e
magnético em um dado ponto distante 7 da carga, assumem a forma

_ 1 q .
!/ =4 [
Bl et o B=0 . (482)

Utilizando as leis de transformagao para os campos elétrico e magnético

(468,484), podemos escrever

E,.=E, , E,= FE?; , E,=TE. , (483)
B, = B, =T VE’ B,=-T VE' 484
$_O ’ Yy (V)gz ) Z__(V)gy . (8)
Deve-se observar que
2 2 ’2 2 _ 2 2 2 2
="y + T =T(V)*(x = V) +y*+2° . (485)

Desta forma, podemos escrever as expressao finais para os campos elétrico e

magnético para uma carga em movimento uniforme:

Be = gt (V)2 3(5t>zv+t)yuz2}3/2 ’ (486)
B, = 47360F(V) [F(V)Q(x_vf)yg prer A (487)
S al URre (438)
B. = 0, (489)
B, = 473601“(1/);[“‘/)2@Vf)géﬂ/2+zz]3/2 7 (490)
B, = _AL;Q)F(V);[F(V)Q(x—V;])%—i—y?—i-z?P/? (491)

No limite ndo-relativista, tem-se que I'(V') ~ 1, o que implica que as relagdes

acima tomam a forma

1 q(z — V)
Be ™ 492
* dreg [(x — V)2 +y2 + 22]3/2 7 (492)
1 qy
By =~ 493
Y dreg [(x — V)2 +y2 + 22]3/2 7 (493)
B, : 494
dreg [(z — V)2 + 42 + 22]3/2 (494)
B. =0, (495)
Ho qVy
By ~ o =5 496
Y Ar [(z — V)2 + 42 + 2232 (496)
1%
B. ~ - o (497)

A [(z — V)2 4 42 + 2232
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As expressoes para o campo magnético tomam a forma conhecida para o caso
de uma corrente criada por uma carga pontual, com a propagacao do campo

sendo considerada como praticamente instantanea, como era de se esperar.

34.2 O campo criado por uma corrente uniforme em um

fio retilineo eletricamente neutro

Vamos considerar agora um fio relinio percorrido por uma corrente uniforme i. O
fio é eletricamente neutro. Neste caso tem-se um referencial S onde a densidade
de cargas positivas e negativas é a mesma; consequentemente, o campo elétrico
neste referencial é nulo. Tem-se apenas o campo magnético que pode ser obtido
aplicando-se diretamente a lei de Ampere:

5 Mot
B=-—-0 498
drr’ (498)

onde 6 é o vetor unitario associado & coordenada 6.

No referencial S, as expressoes para os campos elétrico e magnético sao as

seguintes:
Ej=E =0 |, (499)
By=0 , EL:%%é , (500)

onde os termos paralelo e perpendicular referem-se a direcao de propagacao da

corrente.
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