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Introducao

Neste trabalho foi feito uma introducao ao estudo do
equilibrio estelar na teoria newtoniana. Partindo de uma
equacao de estado politropica chega-se em uma equacao
para estrutura estelar em equilibrio hidrodinamico, a
chamada equacacao de Lane-Emden. Com uma analise
mais profunda dessa equacao incorporando efeitos quan-
ticos € possivel estudar a fisica das anas brancas. Poste-
riormente € feito introducao as teorias de gravidade mod-
ificada e como a equacao de Lane-Emden é impactada
neste contexto. Essa equacao possui algumas solucoes
analiticas, mas aqui é focado no caso mais simples que
nos leva a uma estrutura com densidade constante.

Equilibrio estelar

Pensamos em uma estrela como sendo um sistema auto-
oravitante, 7.e., sua estrutura ¢ mantida pela sua propria
oravidade e nao ha forcas externas atuando. Além disso,
tratamos estrelas como um fluido.

Para um tratamento mais simples consideramos uma es-
trela esférica e estatica, desconsiderando outros efeitos
como o de rotacao, pulsacao, e oscilacao (que alteram a
geometria da estrela) e efeitos de campos magnéticos.
As quantidades fisicas importantes terao dependéncia so-
mente na variavel radial r. A massa da estrela contida
em seu raio € dada por

.

M(r) = 4 /O o(r)r2dr (1)
onde p(r) é a densidade da estrela e essa equacao indica a
conservacao da massa. No centro da estrela temos que
M(r =0) = 0 e em sua superficie M(r = R) = M, que
é a massa total da estrela. Por conta disso, a equacao da
conservacao da massa pode ser escrita de uma forma que
sera mais util para solucoes numeéricas,

d]\if?") = 47rp(r). (2)

A equacao anterior é uma forma de escrever a equacao
(1) e é nossa primeira equacao fundamental da estrutura
estelar.

A segunda equacao fundamental da estrurura estelar é a
equacao de equilibrio hidrostatico dada por

dP(r)  Gp(r)M(r) 3)

dr r? ’

e o sinal negativo se deve ao fato de a pressao diminuir
a medida que r aumenta. A interpretacao fisica desta
equacao é: o gradiente de pressao € equilibrado pela den-
sidade de forca gravitacional.
No centro da estrelas a pressao tera um valor P. e como a

pressao diminui radialmente, o raio da estrela define onde
a pressao sera nula, logo, P(r = R) = 0.

No contexto da Relatividade Geral, a equacao de equi-
librio hidrostatico newtoniana da lugar a equacao TOV

dP(r) _ GP(”’“)M(T)_<1, P(?‘))

dr r? p(r)c
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que tomando o limite ¢ — o0 recuperamos a equacao
newtoniana (3). O fato de a pressao aparecer nos termos
a direita da equacao significa que ela servira como fonte
de gravidade.

Equacao de Lane-Emden

O caso estudado fol para uma equacao de estado
politropica (que é um caso particular da equacao de es-
tado barotropica P = P(p)) em que a pressao é propor-
cional a uma potencia da densidade,

P=Kp* 8

onde K é uma constante e v = 1 4 1/n é chamado de
indice adiabatico, enquanto n € o indice politropico.

Com as equacoes fundamentais da estrutura estelar (2)
e (3) e a equacao de estado politrépica (5) é possivel
obter uma unica equacao para estrutura estelar. Para
isso define-se as seguintes quantidades,

¢ = 7?0 (6)
p(r) = pd"(r), (7)

onde 1y € uma constante que possui unidade de uma dis-
tancia caracteristica, de forma que & é adimensional, p.
¢ a densidade central da estrela e 6(r) é uma variavel
adimensional tal que, por construcao, #(r = 0) = 1. A
equacao obtida é a chamada equacao de Lane-Emden,
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As condigoes de contorno dessa equacao sao: 0™(0) = 1
e #'(0) = 0. Usando entao as condicoes de contorno

adequadas, integramos a equacao de Lane-Emden até o
ponto em que 8 = 0, que equivale ao ponto em que a
pressao se anula. Chamando & o ponto em que isso
ocorre, 1. e., (&) = 0, temos entao um valor para o raio
da estrela

(1+n) ,0(1;%& K
R = = 9
ro&1 \ e 3| (9)
e relacao Massa x Raio é obtida utilizando a equacao da
continuidade da massa e as quantidade definidas em (6)

e (7), onde obtém-se
M o Rt (10)

Anas brancas e a massa de
Chandrasekhar

As anas brancas sao estrelas que pertencem a classe
dos objetos compactos e possuem dimensoes planetarias
e massas da ordem da massa solar. A aproximacao
politropica pode ser usada para essas estrelas.

Por conta de seu tamanho e sua alta densidade a matéria
em seu interior € fortemente comprimida. Porém, por
conta de efeitos quanticos como o Principio da Incerteza
e o Principio de Exclusao a pressao que sustenta a ana
branca ¢ devido ao gas degenarado de elétrons.

Um gas de elétrons degenerado nao-relativistico possui
uma equacao de estado dada por

P = K,p"", (11)

onde K; é uma constante que depende de quantidades
fundamentais tais como h,c, m.. Esse é o caso de um
politropo de indice n = 1.5. De acordo com a relacao
Massa x Raio (10), temos

M o« R, (12)

o que indica que quanto mais massiva a estrela menor
o0 seu raio. Quando entramos no limite relativistico (es-
trelas de néutrons mais compactas) a equacao de estado
tem o indice politropico diferente e é escrita como

P = K p*? (13)

que corresponde a um politropo de indice n = 3.

Olhando para a relacao (10) percebe-se que este caso
representa uma massa limite, 7.e., uma massa em que a
estrela atinge um regime de instabilidade. Essa massa ¢é
conhecida como Massa de Chandrasekhar e é da ordem

de

Teorias modificadas de gravitacao

A existéncia de um setor escuro no modelo cosmoldgico
padrao, baseado na teoria da relatividade geral, que é
composto de matéria e energia escura, motivou a busca
de extensoes da teoria relativista. Isto leva a suspeita
que, a partir de certas escalas em astrotisica e cosmologia,
a teoria da relatividade geral deixaria de ser valida e
uma outra teoria deve substitui-la. Essas teorias utilizam
mecanismos de blindagem para recuperar a Relatividade
Geral localmente.

As mudancas feitas nas teorias de gravitacao implicam
em alteracoes nas equacoes de equilibrio hidrostatico. So-
mos assim levados a uma equacao de equilibrio modifi-
cada. As equacao de equilibrio hidrostatico e conservacao
da massa se tornam

dP(E)  Gp.1 TGp.,,d"M(E)
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Combinando as equacoes acima € possivel obter
1d | Tn&2om! do  TEP™
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que € a equacao de Lane-Emden modificada. Notamos

que no limite em que T = 0 recuperamos a equacao de

Lane-Emden (8). Esses resultados aparecem nas teorias
beyond-Horndesk:.

Caso n = 0 na teoria newtoniana e
em gravidade modificada

O caso n = 0 representa um fluido com densidade con-
stante. Dessa forma, a equacao da conservacao da massa
(1) é facilmente integrada de 0 a r, resultando em

4

M = 5T Pe (18)

A equacao de equilibrio hidrostatico também é facilmente
integrada e obtemos

2
P=P. — ngir{ (19)

Para o caso de um fluido incompressivel o raio R da
estrela ¢ encontrado onde a pressao se anula, ou seja,

P(r = R) = 0. Portanto, o raio R é dado por

3P,
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De forma analoga ao caso newtoniano, fazeremos uma
integracao da equacao de equilibrio hidrostatico no con-
texto de gravidade modificada que resulta em

2
P=P. — <§ + T) G p°r?. (21)
Portanto,
3P.
R = . 22
\/WG,OQ(Q + 37) (22)
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Fig. 1: Solucgoes para a Equacao de Lane-Emden modificada. Em vermelho

temos a gravidade puramente Newtoniana (T = 0).
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