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O que sédo Objetos Compactos?

@ Objetos ligados gravitacionalmente que nao realizam fusao
nuclear.

Podemos estimar quao compactos séo esses objetos (compacidade)

por meio da quantidade

GM

C=RT,2- (1)

@ AnaBranca C ~ 1072 (Cy = 1079)
@ Estrela de Néutrons C ~ 0.1 — 0.3
@ Buraco Negro C = 0.5
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Figura 1: Uma foto de familia. Créditos: ESA

Inverno Astrofisico Objetos Compactos 3/76



Evolugao Estelar
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Figura 2: Evolugao Estelar. Créditos: ESA
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Estrutura em "cebola" do nucleo de estrelas massivas

Figura 3: Créditos: Carolyn Brinkworth and Claire Thomas
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Como estrelas massivas terminam sua vida ?
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Figura 4: O destino de uma estrela massiva é guiado pela massa e
composi¢ao quimica iniciais e pela sua perda de massa. Fonte: A. Heger et
al. 2003
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Nebulosa Planetaria

Figura 5: Belissima Nebulosa olho de gato (NGC 6543). No centro, o nlcleo
da estrela colapsado: uma ana branca. Créditos: NASA, ESA, HEIC, and
The Hubble Heritage Team (STScl/AURA)
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Supernovas

Figura 6: Cass A, restos de uma supernova a 11.000 anos-luz da Terra.
Créditos: X-ray: NASA/CXC/RIKEN/T. Sato et al.; Optical: NASA/STScl
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Supernovas

Figura 7: Nebulosa do Caranguejo (M1), restos de uma Supernova que
explodiu e foi vista aqui na Terra no ano 1054. Créditos: NASA and ESA.
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Anas Brancas
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Propriedade Basicas das Anas Brancas

@ Massa: M ~(Mp = 1.98 x 103°Kp)
@ Raio: R ~ 6.000Km
@ Densidade Média: 5 = 10°Kg/m?®

Figura 8: Impresséao Artistica de uma ana branca. Créditos: All About
Space/Imagine Publishing
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Histéria das Anas Brancas

@ Em 1844, Friedrich Bessel analisando o movimento de Sirius e
Procyon previu que deveria existir uma estrela "invisivel" nesses
sistemas.

@ Em 1862 Alvam Clark viu Sirius B com seu telescopio recém
desenvolvido.
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Figura 9: Movimento orbital de Sirius B. Wikimedia Commons image in the
Public Domain
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Sistema Binario Sirius Ae B

Figura 10: Sirius e sua companheira and branca. Créditos: NASA, ESA, H.
Bond (STScl), and M. Barstow (University of Leicester)
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Histéria das Anas Brancas

@ Em 1926, Ralph H. Fowler usando a recém desenvolvida
mecanica quantica mostrou que elétrons degenerados poderiam
gerar uma pressao que equilibraria a atrag@o gravitacional de
uma Ané Branca.

@ Entre 1931 e 1935, S. Chandrasekhar calculou com detalhes a
estrutura de uma Ana Branca sustentada pela degenerescéncia
eletrébnica. Em particular, ele mostrou que existe um limite
M ~ 1.4M além do qual essas estrelas ndo se mantém estaveis.

-

s s ’ =

Figura 11: O jovem Subrahmanyan Chandrasekhar. Fonte: Chandra X-ray
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Estrutura de uma Ana Branca

Como é o balango de forgas no equilibrio ?

®+dP)IA dm = p(r)dV = 4xp(r)r?dr

_ —GM(r)dm

Fp = PdA — (P + dP)dA

No equilibrio Fp + Fg = 0. Dividindo por dV = dAdr encontramos
dP(r) B GM(r)p(r)

ar r2
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Estrutura de uma Ana Branca

Logo, no equilibrio, temos duas equacgdes que descrevem a estrutura
da estrela:

dl\;llﬁr) = 4np(r)r? (M(r) = Jr 47rp(r’)r2dr’> (2)

dP(r) GM(r)p(r)
a ~ r ®)

Com as condigbes de contorno

M(r=0)=0
P(r=0) =P

Porém temos um sistema incompleto, com duas equacoes e trés
variaveis (M(r), P(r) e p(r)). O que falta ???
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Estrutura de uma Ana Branca

Falta uma relagéo entre a pressao e a densidade, a chamada
Equacao de Estado, que descreve a termodinamica estelar.

Em geral, essa é uma relacao complicada
P=Pp,T,X).

Porém fazemos algumas simplificacdes (justas). Primeiro admitimos
uma equacgao chamada barotrdpica

P = P(p).
Em seguida, supomos uma forma politrépica

P=Kp" ou P=Kp'*s (T=1+1/n)
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Estrutura de uma Ana Branca

Logo,
aM(r) 2
dpP(r) ~ GM(r)p(r) (5)
ar r2
P =Kp'*a (6)
Podemos unificar essas trés equacdes. Primeiramente, diferenciamos
a equacao 5
d [ r? dP(r) am(r) 5
E (p(r) dr ) = —G dr = —47TGp(r)r s (7)
Definimos agora
r
£= P (8)
p(r) = pcd"(r), 9)
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Estrutura de uma Ana Branca

Assim, substituindo essas novas variaveis na equacao, temos

1d (52 ) o 4rGré
§2dg \* de (1 + mpo™ K

Conseguimos eliminar o termo constante entre parénteses se
definirmos a distancia caracteristica como

1-n
o (1+n)p." K
0= 4G

E ficamos finalmente com

1.d (,d0\ .,
M(g d&) = )

conhecida como equacao de Lane-Emden.
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Equacéao de Estado

O fator de ocupacao dos estados para férmions é

1

fE) = Semmer o7 < (12)

onde 1 é o potencial quimico.
Para baixas densidades e altas temperaturas,

—(E—p)

f(E)~e kT | (13)

que é o fator de ocupacao classico de Maxwell-Boltzmann.
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Equacéao de Estado

A densidade de férmions é dada pelo nimero de estados e o fator de
ocupacao

e 2
n= > f(E)4np-dp, (14)
e Jo

onde g representa a degenerescéncia de cada estado. Para os
elétrons g=2. No caso de um géas de elétrons completamente
degenerado, a ocupacao dos estados € dada por

H(E) = 1 se E<EFr (15)
0 se E>Efr.

Podemos assim encontrar o momento de Fermi em termos da
densidade

8m (PF 87
n=—| pPdo = n=__-p} (16)
e Jo 3h
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Equacéao de Estado

A Pressao eletronica sera dada por

= ; LOO pv(p)n(p)dp (17)

Considerando o caso degenerado no limite ndo relativistico (p=mv)

P 8rpt 8r 5 R [(3\?P 54
Pe = 3 . #me% = 15mm,PF = 20m, (> Nle (18)

Para o caso ultra relativistico (v=c)

JPF o P45 e (3)1 us (19)
Fe = 3 12mP e e
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Equacéao de Estado

Apesar da pressao ser gerada pelos elétrons a densidade € fornecida

pelos ions
1

onde e € 0 peso médio por elétrons e m, é a massa atdbmica unitaria.
Assim,

5/3 12 3\ 213
Pe = Knr ( P > , Knr = — 3 () (21)
He 20memy, ™

4/3 he /313
Pe = Kur (p) , Kur=—773 () (22)
He 8m, m
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Equacéao de Estado
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Figura 12: Relagao da pressao com a densidade para um gas de elétrons
degenerados. Fonte: Lectures on Stellar Structure by O. R. Pols
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O limite de Chandrasekhar

O estuda da equacao de Lane-Emden se mostra relevante para as

anas brancas. | g
2 —0". 2
€ de <§ 5) (25)

O raio da estrela € dado por

1—n

- (A +Enp" K
R =né = T&- (24)
Ja a massa da estrela é dada por
R S
M(r) :J 4rrp(rydr' = 47rl’gpcj £20"d¢’. (25)
0

do
—4rrdpe [52 ] (26)
° d€ e,
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O limite de Chandrasekhar

Encontramos assim uma relacdo Massa x Raio
3-n
M oc Ri=n, (27)

Para um gés degenerado nao relativistico, =5/3=n=1.5

M o % (28)

Ja para o caso relativisticol =4/3 =n=3

Massa de Chandrasekhar

A massa ndo depende mais do raio e nem da densidade central,
assumindo um valor limite

MCH ~ 146M@ (29)
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Diagrama Massa x Raio

Mass-Radius Relation
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Figura 13: Cada modelo da estrutura interna gera um diagrama distinto.
Fonte: Marko Shuntov, M1/S2 Project Report.
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Resfriamento das Anas Brancas

Ideia basica: dE(H
L -
(1) ot (30)
@ A energia tem origem térmica.
O tempo de resfriamento obedece uma lei de poténcia (Mestel)
testr = L=7 ~ 10° anos (31)
A cristalizag&o pode ser entendida pelo parametro de Coulomb
2 42 —-1/3
r_EC:ZG ~ 4rmn ’ (32)
ecn  AKgT 3

Quando ' » 1 a matéria cristaliza.
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Anas Brancas em M4

Ground %

White Dwarf Stars in M4 _ HST - WFPC2

PRC95-32 - ST Scl OPO - August 28, 1995 - H. Bond (ST Scl), NASA

Figura 14: Anas Brancas identificadas pelo Hubble no aglomerado mais
proximo da terra, localizado a 7.000 anos-luz. Elas permitem uma estimativa
da idade do aglomerado. Créditos: Harvey Richer, M. Bolte and NASA/ESA
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Classificagao das Anas Brancas

Do ponto de vista espectral, as Anas Brancas mais comuns sao

@ DA com atmosfera rica em hidrogénio

@ DB com atmosfera rica em Hélio

400
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0.5
Mass (M)

80

40
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Figura 15: A distribuicdo de massas das anas brancas mais comuns mostra
um pico por volta de M = 0.6M. Fonte: S. O. Kepler et al. 2016
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O Interior de uma Ana Branca

J& a composigao interior da maioria das Anas Brancas é basicamente
Carbono e Oxigénio.

Figura 16: Estrela de diamante Lucy. Créditos: Harvard-Smithsonian Center
for Astrophysics / Travis Metcalfe, Ruth Bazinet
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Estrelas de Néutrons




Propriedades Basicas das Estrelas de Néutrons

@ Massa: M ~ 1 —3Mg

@ Raio: R ~9—15Km

@ Densidade Média: p ~ 7 x 10""Kg/m® ~ (2 — 3)pq
@ Gravidade Superficial: g ~ GM/R? ~ 10'°m/s?

-

Figura 17: Credit: ESA/NASA/Felix Mirabel
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Historia das Estrelas de Néutrons

@ Em 1931, Lev Landau, entdo com 23 anos, escreve um artigo
sobre estrelas densas onde especula sobre a possibilidade de
estrelas tao massivas quanto nucleos atdémicos.

@ No inicio de 1932, J. Chadwick publica um artigo na Nature com a
descoberta dos néutrons.

@ W. Baade e F. Zwicky fazem a previséo teérica correta, em 1934,
de que Estrelas de Néutrons se formam em explosdes de
Supernovas.

Figura 18: Walter Baade e Fritz Zwicky.
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Historia das Estrelas de Néutrons

@ Em 1939, J. R. Oppenheimer, G. M. Volkov e R. C. Tolman
derivam a equagao de equilibrio hidrostatico no contexto da
Relatividade Geral. Equacao que é fundamental para para o
entendimento das Estrelas de Néutrons. Com um modelo de
néutrons nao interagentes eles encontram uma massa maxima
Mpmax ~ 0.7 M.

@ Apéds a Segunda Guerra comegam estudos mais detalhados da
equacao de estado para a matéria nuclear, com Wheeler,
Harrison, Cameron e Zeldovich.

@ Nos anos 60, as esperancas de se detectar a primeira Estrela de
Néutrons aumentaram com a astronomia de raios-X, assim como
a possibilidade das emissdes térmicas e de neutrinos desses
objetos.
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Historia das Estrelas de Néutrons

@ Em 6 de Agosto de 1967, Jocelyn Bell, uma estudante
supervisionada por Antony Hewish, descobre uma ténue fonte de
radio com um periodo extremamente estavel de 1.3373012 s

Figura 19: Jocelyn Bell e a felicidade da descoberta dos pulsares, com o
radiotelescépio ao fundo. Créditos: SSPL/NMeM/Daily Herald Archive.

@ Em trabalhos posteriores, principalmente de F. Pacini e T. Gold,
se consolida a ideia de que esses pulsos sdo provenientes de
uma Estrela de Néutrons magnetizada com rotagao.
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Pulsar do Caranguejo

Figura 20: Pulsar do Caranguejo energizando os restos da supernova em
seu entorno, fendmeno conhecido como Plerion. Créditos: NASA and ESA.
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Historia das Estrelas de Néutrons

@ Em 1974, Russel Hulse e Joseph Taylor descobriram um pulsar
usando o radiotelescépio de Arecibo. O pulsar tinha um periodo
de 59ms com uma variagao periddica de 8 horas. Logo eles
perceberam que o pulsar compartilhava a 6rbita com outra estrela

de néutrons.

Figura 21: Hulse e Taylor na época em que ganharam o Prémio Nobel pela
descoberta. Créditos: University of Frankfurt.
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Historia das Estrelas de Néutrons

@ Em 2017, a colaboracao LIGO anunciou a primeira deteccéo de
ondas gravitacionais provenientes da coalescéncia de duas
estrelas de néutrons. O evento também foi visto por instrumentos

oticos.

Figura 22: Colisao de gigantes. Créditos: National Science
Foundation/LIGO/Sonoma State University/A. Simonnet.
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O interior de uma Estrela de Néutrons
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Figura 23: Fonte: Neutron Stars 1: Equation of state. P. Haensel, A.Y.
Potekhin, and D.G. Yakovlev/Physics of Neutron Star Crusts (Living Reviews
in Relativity). Nicolas Chamel and Pawel Haensel
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Equacao de Estado

e 10" < p<10'g/cm?

Em densidades superiores as encontradas em Anas Brancas, comeca
a acontecer o decaimento beta inverso

e +p—n+v, (33)

e a matéria se torna rica em néutrons.
e 10" < p<5x10"2g/cm?

Aumentando ainda mais a densidade atingimos o limiar conhecido
como "neutron drip". O gas de néutrons livres passa a dominar a
pressao com sua degenerescéncia.
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Equacéao de Estado

No nucleo da Estrela de Néutrons é onde ocorre a fisica realmente
interessante (e desconhecida)

@ p~pg=23x10"Kg/m?

po € a densidade de saturacao nuclear.
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O diagrama de fase da QCD
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Figura 24: Fonte: Introductory lectures on lattice QCD at nonzero baryon
number by Gert Aarts (Gert Aarts 2016 J. Phys.: Conf. Ser. 706 022004).
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Equacéao de Estado

Uma forma de implementar uma equacao de estado complexa é
considerar uma aproximagao politropica por partes

Aproximagao Politrépica por partes

« Sly

P/(poc?)

10781 1

10-5 1074 0.001 0.010 0.100 1 10
plpo
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A Estrutura de uma Estrela de Néutrons

Estrela Relativistica na areal

a _ GMp _ dP_ (M+ 4rr3P/c2)(p + (e + P)/c?)
a  r2 ar r2(1 — 2GM/rc?)
Equilibrio Newtoniano Equilibrio Relativistico (TOV)

@ p(r) — p(r) + [e(r) + P(r)]/c? onde (r) é a densidade de energia interna.

@ M(r) — M(r) + 4xr*P(r)/c? que pode ser entendida como a massa
gravitacional ativa.

@ r* - r?(1 — 2Gm/rc?), relacionado com a geometria curva.
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O Teorema de Buchdahl

Supondo uma densidade constante p., podemos integrar a equacao
para a pressao

Rv/R —2GM — v/ R3 — 2GMr?
vVR8 —2GMr2 —3R+/R - 2GM

A pressao central precisa ser infinita se

4R
Muax = 55 (C = 0.44) (35)
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O Diagrama Massa x Raio

MASS/Mass of SUN

CIRCUMFERENCE, in KILOMETERS

Figura 25: Fonte: Kip Thorne, "Black Holes and Time Warps"
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O Diagrama Massa x Raio

Massa x Raio
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Figura 26: Estrutura da estrela. As solugdes instaveis estdo marcadas na

parte pontilhada do gréfico.
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O Diagrama Massa x Raio - Gravidade Modificada??

Massa x Raio

{ — RG
— £=-3
— =5

0.5

10.5 11.0 11.5 12.0 12.5
R[km)]

Figura 27: Teorias alternativas mudam a estrutura da estrela.
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O Diagrama Massa x Raio
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Figura 28: O diagrama massa x raio para varios modelos de equacgao de

estado com dois vinculos observacionais. Fonte: Raissa F. P. Mendes,

Estrelas de néutrons e seus multiplos mensageiros, Cadernos de
Astronomia, Vol. 2, N. 2
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Experimentos Importantes

@ NICER

Figura 29: Neutron Star Interior Explorer. Créditos: NASA’s Goddard Space
Flight Center
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Experimentos Importantes

@ LIGO-VIRGO-KAGRA

photodetecter |
Photodetec
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Pulsares em sistemas binarios

Orbital plane

r=7
Plane of

the sky

\Qbserfve_v
\Y
Figura 30: Fonte: R. D. Ferdman et al 2013 Apd 767 85

Parametros Keplerianos:
@ Periodo orbital P,
@ Projecdo do semi-eixo maior x = asini
@ Excentricidade e
@ Longitude do periastro w
@ Epoca de passagem do periastro Ty
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Pulsares em sistemas binarios

No contexto relativistico, introduzimos parametros pés-keplerianos
para caracterizar a orbita

@ Atraso de Einstein ~

e Variagdo do Periodo Orbital P,

@ Avanco do Periastro w

@ Intervalo e Forma do atraso de shapiro r e s.
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A Massa dos Pulsares
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Figura 31: Fonte: AA 527, A83 (2011)
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Testando a relatividade com Pulsares

Tobs

time

Tpsr /

space

Figura 32: A ideia da cronometragem de pulsares é conectar o tempo
observado com o tempo no referencial do Pulsar. Fonte: Norbert Wex,
Testing Relativistic Gravity with Radio Pulsars. arXiv:1402.5594

Inverno Astrofisico Objetos Compactos 56 /76



Testando a relatividade com Pulsares

A Relatividade Geral tem previsbes precisas para esses parametros.

bRG _ 1921 mpme 1 + 736%/24 + 37¢%/96

5
Po 5 M (1 — )P Vo, (36)
3n, V2
- RG __ bVp
W= (37)
e me\ Mg V2
7o o (14 ) T o
rfG = Gmg, (39)
C

onde M = mp + mg, np = 27/Py € Vy, = (GMnp,)'/3.
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Testando a Relatividade com Pulsares

me [Mp,)]

0.0 0.5 1.0 15 20
my [Mg]

Figura 33: Parametros pds keplerianos medidos para o pulsar duplo. E
possivel obter as massas m, = 1.3381 + 0.0007M, e
m; = 1.2489 + 0.0007 M.
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Testando a Relatividade com Pulsares

T
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Figura 34: Decaimento do periodo observado ao longo dos anos para o
pulsar Hulse-Taylor. A concordancia com a Relatividade Geral € espetacular.
Fonte: J. M. Weisberg and Y. Huang 2016 ApdJ 829 55
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Exoplaneta de Pulsar

Figura 35: Planetas descobertos em 1992, por meio da cronometragem de
pulsares, orbitando o pulsar PSR B1257+12. Créditos: NASA/JPL-Caltech
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Inverno Astrofisico

O Evento GW190814 - 2.6 M., ??

GW190814 Factsheet /

Lowest mass ratio event to date

Strongest evidence of higher order modes

Observed by: LIGO Hanford,
LIGO Livingston and

Virgo detectors

Source type: BH and compact

object
Date: August 142019
Time of merger: 21:10:39 UTC
Network SNR: 25
Distance: 196 — 282 Mpc
Redshift: 0.05
Chirp Mass: 6.1Mg
Primary Mass: 23.2 Mg
Secondary Mass: 2.6 Mg
Mass ratio: 0.1
Final Mass: 25.6 Mg

Spin Perpendicular to 0.0
Orbital Plane:
Spin Parallel to 0.0
Orbital Plane:
Spin of Final BH: 0.28
SNR in Octupole Mode: 52-7.9
#GW cycles (above 20Hz) 300 cycles
Sky Area: 18 deg?
Merger Rate: 1-23Gpc3
yr!
Initial Public Alert 20 min

Delay:

jetos Compactos




Buracos Negros




Histéria dos Buracos Negros

@ Em 1783, John Mitchell combinando a gravitacao Newtoniana
com a teoria corpuscular da luz, especula sobre a possibilidade

de estrelas negras, onde a luz ndo consegue escapar do campo
gravitacional

1, GMm 2GM 2GM@
sV =" = R=3 (RS—

=2.97Km )

Trajectories of light corpuscles

'» \\\\‘N bty

3‘
E

‘mﬂhnhm.,
Yty
///%

.h,,,,/,,,,,lw,m

5

%,

)
D

Figura 36: Estrelas Negras de John Mitchell, em que a luz ndo
consegue escapar. Fonte: Kip Thorne, Black Holes and time warps
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Histéria dos Buracos Negros

@ Em 1915, Einstein publica o resultado de 10 anos de trabalho
tentando conciliar as ideias da Relatividade Restrita com um
teoria gravitacional. O artigo com as equacbes de campo sai em
25 de Novembro de 1915.

@ Logo depois, Karl Schwarzschild, nas trincheiras da Grande
Guerra, resolve exatamente as equagbes de Einstein para um
objeto esférico.

Figura 37: Karl Schwarzschild. Créditos: Emilio Segrée Visual Archives
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Histéria dos Buracos Negros

@ Depois de uma longa dorméncia, as pesquisas em Relatividade
Geral e Gravitagao voltam a tona na década de 50 e 60.

@ Em 1963, Roy Kerr encontra a solugéo que descreve o campo de
um objeto com rotacgao.

@ Em 1964, John Wheeler usa o termo "Black Hole" para descrever
as estrelas negras de John Mitchell.

@ Na década de 70 Stephen Hawking estuda a natureza quéantica
dos Buracos Negros.

@ A fonte de raios-X Cygnus X-1 é descoberta: O primeiro
candidato a Buraco Negro Astrofisico.
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Cygnus X-1

Figura 38: Cygnus X-1, o buraco negro mais préximo da Terra, localizado a
7.200 anos luz. Novos resultados indicam que sua massa é da ordem de
21My (Science, 05 Mar 2021: Vol. 371, Issue 6533, pp. 1046-1049).
Créditos: X-ray: NASA/CXC; Optical: Digitized Sky Survey
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Histéria dos Buracos Negros

@ Em 2015, um século depois da publicacdo de Einstein, a
humanidade deixa de ser surda para o0 Cosmos. A colaboragéo
LIGO detecta ondas gravitacionais da coalescéncia de dois
Buracos Negros.

Figura 39: Créditos: SXS (Simulating eXtreme Spacetimes) Project

@ Prémio Nobel de 2020 para pesquisas relacionadas com Buracos
Negros.
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A solucdo de Schwarzschild

1
d32:(1 ZGrM>dt2 ( 2?"”) dr?2 — r2(d6? + sin 0 do?).

@ Assintoticamente plana
r—ow = ds?=df—dr®—r?(db? + sin® ¢?)

@ Temos singularidades parar =0e r = 2GM

OBS: Pelo teorema No-Hair, os buracos negros sédo descritos
somente pela Massa (M), Carga (Q) e Momento Angular J.
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Geodésicas na geometria de Schwarzschild

Para entendermos o movimento no espago-tempo do buraco negro,
consideramos a Lagrangiana de uma particula que possui somente o
termo cinético

. dxtdx”
9w g\ ax’

€ =

(41)
onde
@ ¢ = 1 para particulas massivas

@ ¢ = 0 para particulas sem massa
Assim,

(4 _2GM\ (dt\E (0 2GMNTT (dr\® L L (de\®
r ) \dx r dA a) —°
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Geodésicas na geometria de Schwarzschild

Por sorte, na fisica, onde existem simetrias existem leis de
conservacao !

@ Simetria temporal = Conservacao da Energia

ax* 2GM\ dt
E= —Kuﬁ = (1 — r) an (42)
@ Simetria de rotagdo = Conservagao do Momento Angular
. dXM _ 2d§0
L_R,Lﬁ_r ar (43)

Logo, simplificando...
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Geodésicas na geometria de Schwarschild

1 /dr\2
5(55) +vin-¢ (44)
onde temos o potencial efetivo
1 GM 2 GML? 1,

Problema de mecénica basica de uma particula em uma dimensao
sujeita a um potencial !
Precisamos achar os maximos e minimos do potencial...

Inverno Astrofisico Objetos Compactos 71/76



Geodésicas na geometria de Schwarschild

v _ GM _, 12  GMI?
dar ~ 2 2r3 r4
eGMr2 — [2r, + 3GML? = 0
@ Para particulas sem massa e =0
re = 3GM Orbita Instavel
@ Para particulas massivas ¢ = 1
o L% ++/[*—12G2M2[2
° 2GM
No limite L — oo, pela aproximagao binomial

2 112041 _ar2M2 /12 2
:LJ_rL(1 6GM/L):<L SGM>

=0

fe 2GM GM’

Quando L decresce esses dois valores vao se aproximando até que
eles coincidem em L = +/12GM, correspondendo ao raio

r. = 6GM
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Geodésicas na geometria de Schwarzschild

Vi)

-1+ riM ——

Figura 40: Na esquerda o potencial efetivo para os fétons. Na direita para
particulas massivas. Fontes: Schutz, "A first course in general relativity".
MTW, "Gravitation"
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Solucéao de Kerr

Solucao das equacdes de Einstein no vacuo que possuem: simetria
axial e estacionaria (1963)

.2
ds? — (1 26Mr> o — ZGMagsm 9(dtd<p+d<pdt)

p? p

2
a4 e+ S0 i [( + &?)? — @ Asin? e] dy?, (46)
A p?
onde
A(r) = r? —2GMr + &, (47)
e
p2(r,0) = r? + & cos?0, a=J/M. (48)
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Saggitarius A e a Estrela S2
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Figura 41: Na esquerda uma impressao artistica e na direita a 6rbita da
estrela S2. Créditos: ESO/M. Kornmesser e MPE/GRAVITY Collaboration
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