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RM-1
1. Esquema da transformação de Galileu:

2. Forma matricial da transformação de Galileu:


x ′

y ′

z ′

t ′

 =


1 0 0 −v
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



x
y
z
t


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RM-2
1. As equações da mecânica clássica (newtoniana) são invariantes de forma

(covariantes) baixo uma transformação de Galileu (TG). Para visualizar dito fato
resulta útil considerar uma TG que coneta dois sistema de referências inerciales.
Sejam SO e S ′O , a TG que relaciona os dois sistemas de referência é dado pela
seguinte expressão:

x ′ = x − vt, (1)
y ′ = y , (2)
z ′ = z , (3)
t ′ = t. (4)

2. Pode-se escrever a TG duma forma vetorial: TG : SO → S ′O : r’ = r− vt, t ′ = t.

3. Perceba-se três conceitos incluídos na TG: 1-Sistema de referência inercial
(a’ = a), 2-é uma transformação linear e 3-O tempo é absoluto (t ′ = t)!!!
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RM-3

1. Partimos da Eqn. de Newton na forma vetorial no sistema SO :

m
d2r
dt2

= F(r, t)

2. Usamos o que os sistemas de referências são inerciais, a’ = a.

3. Além disso, a força pode-se escrever como F(r, t) = F(r[r’, t ′], t ′) = F’(r’, t ′)

4. A eqn. de Newton é invariante no sentido de que não muda a forma dela em outro
sistema e portanto tem-se a mesma estrutura e/ou eqn. de Newton no sistema SO′ :

m
d2r’
dt ′2

= F’(r’, t ′)
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RE-1
1. Pergunta fundamental: As eqn. de Maxwell são invariantes frente a uma TG ?

2. Vamos a considerar as equações de Maxwell numa região do espaço livre de fontes
(ρ = 0, J = 0):

∇.D = 0, ∇.B = 0 (5)

∇× E = −1
c
∂tB (6)

∇×H = +
1
c
∂tD. (7)

3. Usando a identidade ∇× (∇× E) = ∇(∇.E)−∇2E, podemos mostrar que a eqn.
dinâmica para o campo elétrico no meio linear com ε e µ:

∇2E− εµ

c2
∂2E
∂t2

= 0

4. Onde o operador Lapaciano é definido como ∇2 = ∂xx + ∂yy + ∂zz . c é a vel. da
luz no vácuo.
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RE-2

1. Suponha que o campo elétrico depende de x e t: E = E(x , t).

2. Fazemos uma transformação de Galileu na eqn. de onda do campo elétrico.
Começamos pelos operadores:

∂x =
∂x ′

∂x
∂x′ +

∂t ′

∂x
∂t′ = ∂x′ (8)

∂t =
∂x ′

∂t
∂x′ +

∂t ′

∂t
∂t′ = −v∂x′ + ∂t′ (9)

3. Usando que E(x , t) = E’(x ′, t ′) chega-se uma eqn. de onda modificada:

∂x′x′E’−
µε

c2 ∂t′t′E’ +
µε

c2

(
v2∂x′x′E’− 2v∂x′t′E’

)
= 0

4. Isto significa que a eqn. de ondas só é válida no sistema de referência onde o meio
linear está em repouso. Para evitar este problema foi introduzido o éter.
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RE-3

1. Dois experimentos geraram problemas com a hipótese da existência do éter:

I Medições da velocidade da luz em fluidos em movimento [Fizeau,1859]

I Experimento do interferometria do Michelson-Morley [MM, 1887]
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RE-4

1. No principio do século XX, as possíveis explicações eram as seguintes:

I As eqns. de Maxwell estavam erradas. O eletromagnetismo tinha que ser invariante
frente a uma T.G.

I As eqns. de Maxwell são válidas no sistema de referência fixo ao éter (um sistema de
ref. absoluto). As interações dos campos e a matéria seguiam um conjunto de regras
complexas!!

I Todas as eqns. da Física são covariantes porém não frente as T.G

2. Einstein considerou a terceira possibilidade como a correta e propôs os
postulados da Relatividade Restrita-1905

3. Fato curioso: Foi Max Planck quem sugeriu o termo "relatividade"para ressaltar a
noção de transformação das leis da física entre observadores movendo-se
relativamente entre si.
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Postulados da teoria da RR

1. P1: Inexistência de um sistema de referência absoluto (éter). Ou seja, as eqns. da
Física são covariantes em todo sistema de referência inercial.[Também
chamado principio da Relatividade]

2. P2: Invariância da velocidade da luz. Ou seja, a velocidade da luz é a mesma em
qualquer sistema de referência inercial e ela é independente do movimento da fonte.

3. O P2 também exclui ter partículas com uma velocidade v > c !!!
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Conceitos da RR-I
1. Evento: Defina-se como um ponto no espaçotempo (de Minkowski

M4 = R3 ⊕ R), ou seja, um vetor (ct, r).

2. Norma de Minkowski (não euclidiana): Sejam dois eventos, E1: (ct1, x1, y1, z1)
e E1: (ct2, x2, y2, z2) então defina-se o intervalo –ou distância– entre os dois
eventos como

∆s2 = −c2(t2 − t1)2 + (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

3. Dita norma é a forma de meder a distância entre eventos e a sua forma diferencial
se chama de elemento de linha:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = −c2dt2 + ‖dx‖ 2
.

4. Agora podemos introduzir uma notação indicial pra indicar istos quadrivetores
duma forma compacta, ou seja, podemos escrever que o quadrivetor associado a
um evento é :

xµ ≡ (ct, x , y , z) ≡ (x0, x1, x2, x3), 0 ≤ µ ≤ 3
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Conceitos da RR-II
1. Métrica:Dentro do elemento de linha tem-se implícito um produto interior do

espaçotempo M4. O nome desse produto interior se chama métrica de Minkowski.
É uma matriz inversível (ηη−1 = I4×4) de 4× 4 que acostume-se a notá-la da
seguinte forma:

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



2. O elemento de linha vira: ds2 =
∑3
µ=0

∑3
ν=0 ηµνdx

µdxν . Ou, usando a convenção
de Einstein, pode-se esquecer do simbolo de somatória e simplesmentes escrever:
ds2 = ηµνdx

µdxν .

3. Aclaração: Quando os índices estão repetidos fala-se de índices mudos. Caso
contrario disse-se que é um índice que está livre.
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Conceitos da RR-III
1. Que tipo de transformação deixa o elemento de linha invariante?

2. Pode-se mostrar que se além do princípio da relatividade e da constância da
velocidade de luz, impussermos que o espaço-tempo é homogêneo e isotrópico
então as leis de transformações entre referenciais inerciais são tais que o intervalo é
invariante, ou seja o seu valor é o mesmo para todos os referenciais inerciais, e as
transformações são necessariamente lineares.

3. A única transformação linear não-singular que deixa o intervalo invariante é:

xµ
′

= Lµαx
α + Aµ

4. Só estamos interessados no caso associado ao (sub)grupo de Lorentz caracterizado
por

4.1 T. homogênea: Aµ = 0

4.2 Própia ortócrona: det(Lµ
α) = +1 e L0

0 = +1

5. As matrizes Lµα devem satisfazer a condição: LTηL = η ou ηµν = ηαβL
α
µL

β
ν .
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Conceitos da RR-IV

1. A forma da transformação de Lorentz associado a um (boost) alongo do eixo x̂ :

Lµν =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


2. O fator de Lorentz é γ = (1− β2)−1/2 e a velocidade adimensional é β = v/c .

3. Perceba-se que esta é a transformação que respeita os postulados da RR e que
permite conectar dois sistemas inerciais!!!
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Conceitos da RR-V
1. Como a métrica já não é mais euclideana agora temos que distinguir entre dois

tipos de objetos matemáticos. Por um lado, temos os objetos que vivem no espaço
tangente TpM4 (contravariantes), e por outro lado, temos objetos que vivem no
dual do espaço tangente (covariantes), T ∗pM4 (cotangente).

2. Um vetor contravariante está defindo de acordo a como transforma frente a
transformação de Lorentz:

A
′µ =

∂x
′µ

∂xν
Aν

3. Por exemplo, uma caso típico é o diferencial de coordenadas:

dx
′µ =

∂x
′µ

∂xν
dxν

4. Aqui L
′µ
ν = ∂x

′µ

∂xν é a transformação de Lorentz (T.L.)
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Conceitos da RR-VI

1. Um vetor covariante transforma da seguinte forma frente à T.L.:

A′µ =
∂xν

∂x ′µ
Aν

2. Seja uma função escalar Φ(xα) então seu diferencial é

dΦ =
∂Φ

∂xν
dxν

3. A derivada covariante [∂/∂xµ ≡ ∂µ = (∂t ,∇)] é o caso típico dum vetor covariante
e transforma como:

∂Φ

∂xµ
=

∂Φ

∂x ′ν
∂x
′ν

∂xµ



Uma introdução à
Relatividade Geral

Martín G. W.
Richarte.

Universidade
Federal do Espírito

Santo-2021
16-21Agosto, DM.

Livros

Surgimento da
Relatividade
Restrita

Relatividade
Restrita

Por que precisamos
da Relatividade
Geral?

Formalismo

Testes
experimentais da
RG

Problemas/experimentos

Conceitos da RR-VII

1. Além destes tipos de objetos é vital pelas equações da física construir outros tipos
de objetos mais complicados chamados tensores. Vamos a começar por uma
classifição bem simples.

2. Tensor de ordem zero: transforma como um escalar ante T.L.. Ex. elemento de
linha, função escalar, xµxµ = cte, etc.

3. Tensor de ordem um: pode ser um vetor contra/covariantes. Ex. Diferencial de
coordenadas, derivada covariante.

4. Tensor de ordem dois: No caso da métrica com os índices embaixo é um tensor de
ordem 2 simétrico que transforma da seguinte forma:

ηµν = LαµL
β
νηαβ
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Conceitos da RR-VIII

1. Em geral, podemos ter tensores de diferentes ordens e inclusive mistos, ou seja, a
delta de Krockner é o caso mais simples dum tensor misto δµν e está definida da
seguinte forma:

δµν =

{
1, se µ = ν,

0, se µ 6= ν.

2. O tensor métrico é o objeto que usamos para desçer e subir índices:

2.1 Covariante → Contravariante: Aµ = ηµνAν

2.2 Covariante ← Contravariante:Pµ = ηµνP
ν
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Operações entre tensores-I

1. Subir e desçer os índices: Aµ = ηµνAν .

2. Soma de tensores de o mesmo tipo/ordem Aµν = Bµν + Cµν

3. Contração: Reduz o total da ordem de um tensor por dois. Aµν = BαµνCα. Ex.
Traço da métrica: ηµµ = +2.
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Operações entre tensores-II

1. Então, podemos dizer que toda matriz é um tensor também? Não

2. Basta um contraexemplo para mostar que existem matrices que não transformam
como tensores.

3. Seja uma matriz W µν de 2× 2

W µν =

[
(x1)2 0
0 (x0)2

]
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Operações entre tensores-III
1. As componentes no sistema primado têm que ser:

W
′µν =

[
(x1′)2 0
0 (x0′)2

]

2. Basta analisar uma componente e usar a T.L.Por exemplo,

W
′00 = (x1′)2 = γ2[x1 − βx0]2 = [γ2(x1)2 + (γβ)2(x0)2]− 2γ2βx1x0

3. Se fosse um tensor de ordem 2 deveria transformar assim:

W
′µν = L

′µ
α L
′ν
β W αβ

4. Então, a componente 00 está dada por

W
′00 = [L

′0
0 ]2W

′00 + [L
′0
1 ]2W 11 = γ2(x1)2 + (γβ)2(x0)2
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Estructura causal do espaçotempo
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Estrututa do cone de luz-causalidade

I Na RR, um cone de luz é a descrição padrão para indicar os diferentes tipos de
eventos e/ou evolução temporal.
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Estrututa do cone de luz-causalidade

I Em cada ponto de espaçotempo podemos desenhar um cone nulo e determinar o
caráter de diferentes eventos de acordo à localização de ditos eventos. Ou seja,
cada observador físico tem seu cone de luz associado.

I A sequência de eventos associados com um observador físico chama-se de linha de
mundo.

I Os eventos associados com um intervalo pode ser de diferentes tipos:

1. É de tipo Luz se está localizado sobre a superficie do cone: ds2 = 0 ou
dx2 − c2dt2 = 0, x2 − c2t2 = cte (hiperbole no caso 1+1)-Raio de luz

2. É de tipo espaçõ se o evento tem um ds2 > 0, então dx2 − c2dt2 > 0. Não tem-se
conexão causal pois está fora do cone de luz.

3. É de tipo tempo se o evento tem um ds2 < 0, então dx2 − c2dt2 < 0. Está dentro
do cone e por tanto existe conexçao causal. Observador físico
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Diagrama do espaçotempo no caso 1+1

I Para simplificar nosso análise vamos a considerar que é possível escolher y = z = 0.
Por isso, caimos no caso de um diagrama no plano ct − x .

I Aos fins práticos, sempre nós podemos superpor dois diagramas com o objetivo de
entender e/ou comparar dois eventos em dois sistemas de referência inerciais
diferentes. O ângulo entre os eixos de S e S ′ é tanα = v/c .
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Simultaneidade-I

I O conceito de simultaneidade é relativo. Porquê?

I Eventos que são simultâneos para um observador deixam de ser simultâneos para
outro observador. Não existe em RR o conceito de tempo absoluto como na
mecânica do Newton.

I Sejam dois eventos no sistema S simultâneos: E1: (3, 1) e E2: (3, 2). Suponha
β = 1/2 então γ = 2/

√
3 > 1.

I Usando as T.Ls. podemos mostrar que ditos eventos no sistema S ′: E1’:
(5/
√
3,−1/

√
3) e E2’: (4/

√
3,+1/

√
3).

I Devido a que temos t ′2 = 4/
√
3 < t ′1 = 5/

√
3 logo os eventos deixaram de ser

simultâneos no sistema S ′.
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Simultaneidade-II
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Contração de Lorentz-I

I Forma analítica: Via transformação de Lorentz

1. Sejam dois sistemas inerciais S e S ′, sendo que o S ′ move-se com velocidad
β = v/cx̂ com respecto ao S .

2. O comprimento da barra no sistema S é dado pelas coordenadas L0 = x2 − x1. Ou
seja, os eventos que indicam os extremos da barra no sistema S são: E1: (0, x1) e
E2: (0, x2).

3. Perceba-se que a medição do comprimento acontece a tempo dado. Então, supohna
que a medicão do comprimento da barra acontece no sistema S ′ em forma
simultânea no instante t′. Isto significa que as coordenadas dos eventos são: E1’:
(ct′, x ′

1) e E2’: (ct′, x ′
2).
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Contração de Lorentz-II

I Qual será o comprimento duma barra para um observador fixo ao sistema S ′?
Fazemos uma medição simultânea ao tempo t ′ e dá como resultado L′ = x ′2 − x ′1.

I E como se vinculam L e L′? Usamos a T.L e podemos escrever os eventos E1:
x1 = γ[x ′1 + βt ′] e E2: x2 = γ[x ′2 + βt ′].

L = x2 − x1 = γ(x ′2 − x ′1) = γL′ ⇒ L′ =
√

1− β2L < L

I A medição do comprimento da barra no sistema S ′ sempre é menor que L pois
β < 1.
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Contração de Lorentz-III
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Dilatação temporal-I

I Que acontece com intervalo de tempo que mede um relógio em um sistema S com
respecto a outro sistema S ′?

I Seja um relógio fixo em S ′, ele mede dois eventos diferentes aos tempos t ′1 e t ′2. Os
eventos podem se escrever como E1’: (x ′r , t

′
1) e E2’: (x ′r , t

′
2). Então o intervalo de

tempo própio será ∆t ′ = t ′2 − t ′1.

I Usando a lei de T.L. inversa, podemos escrever t = γ(t ′ + βx ′). Então o intervalo
de tempo medido no sistema S é:

∆t = t2 − t1 =
(t ′2 − t ′1)√
1− β2

=
∆t ′√
1− β2

> ∆t ′

I A medição do intervalo de tempo pelo relógio em S sempre é maior do que o
intervalo em S ′ pois γ > 1.
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Dilatação temporal-II
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Tempo própio
I O tempo própio de um observador físico pode-se definir usando o elemento de

linha. Defina-se dτ2 = −ds2:

∆τ =

∫ t1

t1

√
1− v2dt
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Como incluir a gravitação dentro do paradigma do Einstein?

I Até agora só falamos da versão mecânica da Física newtoniana:

a = −∇Φ, ∇2Φ = 4πGρ

.

I Como podemos estender a teoria para incluir a gravitação de Newton?

I Por que a teoria de Newton da gravitação é um problema no contexto da RR?

I A formulação da teoria newtoniana está baseada no conceito de força e de ação
instântanea.

I O conceito de ação instântanea vai contra os postulados da RR.

I Einstein demorou 10 anos para compatibilizar a relatividade restrita com a
gravitação.
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Principio de Equivalência-I

I A Física newtoniana nos diz que uma partícula sometida a uma força experimenta
uma aceleração: F = mia.

I A massa inercial mi nos diz o quanto um corpo resiste à aceleração.

I Seja uma partícula pontal na presência de um campo gravitacional (gerado por um
corpo de massa M) então a partícula está sometida a uma força:

Fg = −GMmg

r2 r̂ = g(r)mg

I A massa gravitacional mg nos diz o quão forte um corpo se acopla a um campo
gravitacional.

I Pela 2a. lei de Newton temos:
a = g(r)

mg

mi
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Principio de Equivalência-II

I Se mi = mg então a aceleração gravitacional é localmente a mesma para todos os
corpos. Isto é conhecido como o P.E. de Galileu.

I Mas este fato tem consequencias ainda maiores. Porquê?

I Vamos a pensar no experimento do elevador de Einstein.



Uma introdução à
Relatividade Geral

Martín G. W.
Richarte.

Universidade
Federal do Espírito

Santo-2021
16-21Agosto, DM.

Livros

Surgimento da
Relatividade
Restrita

Relatividade
Restrita

Por que precisamos
da Relatividade
Geral?

Formalismo

Testes
experimentais da
RG

Problemas/experimentos

Principio de Equivalência-III
I Considere um observador que seja solto do repouso em um campo gravitacional

homogêneo. De acordo com a teoria newtoniana:

mia =
∑
k

Fk(x − xk) + mgg

I Só existem forças que dependam apenas da distância entre a fonte e o observador.
E o campo gravitacional está alongo do eixo z .

I Se fizermos uma transformação não-linear de coordenada na forma

x ′ = x , y ′ = y , z ′ = z +
g

2
t2

I Nas novas coordenadas a eqn. de Newton é:

mia’ =
∑
k

Fk(x ′ − x ′k) + (mg −mi )g
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Principio de Equivalência-IV

I Se mi = mg a força gravitacional desapareça da equação.

I No caso dum campo grav. homogêneo é possível anular os efeitos gravitacionais
ao se passar para um sistema de coordenada através de uma transformação
não-linear.

I Se por um lado os efeitos gravitacionais podem ser anulados através de uma
transformação não-linear, podemos acelerar um observador de forma a criarmos
efeitos idênticos a de um campo gravitacional homogêneo (elevador acelerado).
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Evidência experimental γ = (mi −mg)/mg
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Principio de Equivalência de Einstein
I Einstein postulou que: Referenciais em queda livre, sem rotação, são fisicamente

equivalentes no que diz respeito às leis da física.

I Isto permiteu conciliar a relatividade restrita com a gravitação e deu origem à
Relatividad Geral.
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Relatividade Geral= Teoria da gravitação relativística

I Quais são as ideias concetuais mais importantes na teoria da RG que vamos a
estudar aqui?

I Não há força gravitacional. Falamos de campo gravitacional!!!

I A gravitação devido à curvatura do espaçotempo.

I Matéria causa a curvatura do espaçotempo.

I A curvatura do espaçotempo determina o movimento da matéria.

I Objeto fundamental: métrica gµν(xσ).

I Determina todas as propriedades locais do espaçotempo curvo.



Uma introdução à
Relatividade Geral

Martín G. W.
Richarte.

Universidade
Federal do Espírito

Santo-2021
16-21Agosto, DM.

Livros

Surgimento da
Relatividade
Restrita

Relatividade
Restrita

Por que precisamos
da Relatividade
Geral?

Formalismo

Testes
experimentais da
RG

Problemas/experimentos

Elementos básicos da RG-I

I Nosso ponto de partida é considerar o espaçotempo (E.T.) como uma variedade
suave pseudoriemaniana. Podemos pensar em uma superfície como exemplo.

I Sobre este E.T. incluímos uma forma de medir distância, ou seja, introduzimos
uma métrica não euclídea gµν(xσ).

I Consideramos as transformações de coordenadas gerais do tipo: x
′µ = xµ(xν).

Logo as transformações deixam de ter uma matriz jacobiana constante:

Lµ
′

ν (xσ) =
∂x
′µ

∂xν

.



Uma introdução à
Relatividade Geral

Martín G. W.
Richarte.

Universidade
Federal do Espírito

Santo-2021
16-21Agosto, DM.

Livros

Surgimento da
Relatividade
Restrita

Relatividade
Restrita

Por que precisamos
da Relatividade
Geral?

Formalismo

Testes
experimentais da
RG

Problemas/experimentos

Elementos básicos da RG-II

I Sobre a superfície de uma esfera, a soma dos ângulos internos de um triângulo
esférico, α + β + γ, é maior do que 1800. Sobre uma superfície com forma de sela,
a soma dos ângulos internos é menor do que 1800.
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Elementos básicos da RG-III

I Einstein estava na busca duma teoria relativística da gravitação. Porém esse trajeto
não foi percorrido sozinho, teve MUITA ajuda dos matemáticos da época
(sobretudo do Prof. Marcel Grossman).
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A linguagem matemática-I
I O elemento de linha continua se escrevendo como antes porém trocando ηµν pelo

tensor métrico gµν(x): ds2 = gµν(x)dxµdxν .

I O gradiente de um vetor não necessariamente é um tensor frente a uma
transformação geral. Então, temos que definir uma derivada covariante: ∂µ → ∇µ.

∇αAµ = ∂αA
µ + ΓµανA

ν

∇αBµ = ∂αBµ − ΓναµBν

I Defina-se o símbolo de Christofell (conexão) como:

Γαµν =
gασ

2

(
∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgνµ

)
.

I A definição da conexão surge da condição de compatibilidade do tensor métrico:

∇αgµν = 0.
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Γαµν não é um tensor é uma conexão

I Importante: O símbolo de Christofell não transforma como um tensor de três
índices!!!
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Propiedades das derivadas covariante

I No caso de um tensor de ordem zero temos: ∇µΦ = ∂µΦ.

I Deixa constante a delta de Kronecker: ∇µδκσ = 0.

I O operador derivada covariante ∇µ transforma como um tensor:

∇′µV ν′ =
∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∇µV ν

I Dito operador satisfaz a duas propiedades fundamentais de derivação:

1. Linearidade: ∇(T + S) = ∇T +∇S

2. Regra de Leibniz: ∇(T ⊗ S) = (∇T )⊗ S + T ⊗∇S
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Exemplos
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Transporte paralelo-I

I A conexão e a derivada covariante nos permite introduzir o conceito de transporte
paralelo ao longo de uma curva C : xµ(λ), com λ o parâmetro afim. Seja dita curva
com vetor tangente U, podemos dizer que o campo vetorial V se transporta
paralelo ao vetor U se:

∇UV = 0

DV µ

Dλ
=

dV µ

dλ
+ ΓµαβV

α dx
β

dλ
= 0

I Defina-se uma curva como autoparalela como ∇UU = 0. Em componentes seria:

d2xµ

dλ2 + Γµαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0,

I O conceito de transporte paralelo não precisa duma métrica para ser definido
(paralelismo).
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Transporte paralelo-II
I Em um espaçotempo curvo a diferença entre dois vetores arbitrários tem que levar

em conta a mudança do vetor de base. E eles devem ser comparados no mesmo
ponto.
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Transporte paralelo-III

I Então, depois de ser transportado paralelamente ao longo de uma curva fechada,
um vetor coincide consigo mesmo em um espaço plano enquanto muda de
orientação em relação a si mesmo em um espaço curvo.
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A linguagem matemática-I
I Como descrever o movimento em queda livre numa certa geometria?

I Hipótese geodésica: um referencial em queda livre segue um caminho geodésico
num espaçotempo curvo!

I Qual é o significado disto? Caminho mais “retilíneo possível numa geometria curva”.
Ou, é uma curva que extrema a distância entre dois pontos (precisa duma métrica).

I Seja um observador (físico) em queda livre então a linha de mundo xµ(τ) satisfaz a
seguinte equação geodésica:

d2xµ

dτ2 + Γµαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0,

I Onde Uα = dxα

dτ é a quadivelocidade de dito observador e Γµαβ = Γµβα (sem torção).
O efeito de trabalhar com un sistema de referência não-inercial está codificado no
termo Γµαβ .
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A linguagem matemática-II

I Teorema-LIF: Sempre é possível fazer uma transformação de coordenadas tal que
na vizinhança de um ponto P a métrica toma a forma do tensor de Minskowski.

gab(P) = ηab, gab,c(P) = 0.

I Dito observador chama-se de localmente inercial ou sistema de referência de
lorentz, pois localmente, podemos dizer que d2xµ

dτ2 = 0.

I Não é possível construir um sistema de referência tipo LIF globalmente para um
espaçotempo curvo!!!
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Curvatura do espaçotempo-I

I Perceba-se que a eq. da geodésica não diz se temos gravidade ou se o espaçotempo
é curvo ou não.

I A informação sobre a curvatura do espaçotempo está contida nas 2as derivadas da
métrica.

I Para visualizar isto podemos calcular o commutador das derivadas covariantes:

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Xα ≡ RαβµνX
β

I O tensor de Riemann está definido como:

Rαβµν = ∂µΓαβν − ∂νΓαβµ + ΓαµκΓκβν − ΓανκΓκβµ
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Curvatura do espaçotempo-II

I Este tensor de 4 índices tem uma intepretação física bem clara. Nos indica se o ET
é plano ou não.

I Algumas das propiedades do tensor de Riemann são as seguintes:

1. Satisfaz a identidade de Bianchi: ∇σRαβµν +∇νRαβσµ +∇µRαβνσ = 0.

2. Antisimetrias nos indices: R[κσ]µν , Rκσ[µν].

3. Invariante ante o intercambio de pares: Rκσµν = Rµνκσ.

4. Permutação cíclica: Rκ[σµν] = 0

5. A parte totalmente antisimétrica é nula: R[κσµν] = 0

6. Em n-dimensões, o número de componentes indepentes é:

[Rκσµν ] =
n2

12
(n2 − 1)
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Curvatura do espaçotempo-III

I Para n = 4 o tensor de Riemann tem 20 componentes linearmente independentes.

I Por meio de sucesivas contrações do tensor de Riemann podemos definir outros
tensores.

I Tensor de Ricci: Rµν = gκσRκσµν .

I Escalar de Ricci:R = gκσgµνRκσµν .

I Se o tensor gµν tem componentes constantes então Rκσµν zera.

I Se Rκσµν zera então existe um sistema onde gµν tem componentes constantes
(E.T. plano)
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Curvatura do espaçotempo-III
I Curvas geodésicas que incialmente eram paralelas podem se intersecar no E.T.

curvo (deixa de valer o 5o postulado de Euclídes.)
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Desvio geodésico-I

I O tensor de Riemann aparece quando analisamos o desvio entre duas curvas
geodésicas.
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Desvio geodésico-II
I O desvio geodésico sinaliza que a aceleração relativa entre partículas próximas é

proporcional ao tensor de Riemann.

(d2n
dτ2

)2
= −RαµνσUσUµnν

I A aceleração relativa entre curvas geodésicas é interpretado como uma
manifestação das forcas gravitacionais de maré.

I No limite newtoniano pode-se mostrar que F i ∝ d2ni/dt2 = ηij∂ijΦnk ∝ ∂ijΦ. De
fato, os efeitos de maré sobre a Terra devido a lua e ao Sol satisfaz a relação:
Flua/Fsol ' 2.2.
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Resumo

Conceitos Básicos
— Newton Geometría
Potencial Φ gµν
Força ∂Φ Γαµν
Maré ∂2Φ R ∝ ∂Γ
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Tensor energia-momento-I

I O tensor e-m, Tµν , indica o tipo de conteúdo material de caráter não gravitacional.
Ou seja, ele contém a densidade de energia da matéria, a pressão, fluxo de energia,
fluxo momento linear, etc.
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Tensor energia-momento-II

I Se o conteúdo material pode ser descrito por um fluido perfeito (cisalhamento nulo)
então o tensor é:

Tµ
ν = (ρ+ p)UµUν + pgµν = diag [−ρ, p, p, p]

I A condição física de conservação (local) do TEM implica que

∇νTµν = 0
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RG-II-(principio de acoplamento mínimo)
I Quais são as condições físicas que deve satisfazer uma teoria da gravitação

relativística?

I No limite newtoniano tem que cair na teoria da gravitação de Newton:
∇2Φ = 4πGρ.

I No limite de E.T plano tem que cair na teoria da R.R: gµν → ηµν e
∇νTµν = 0 −→ ∂νT

µν = 0.

I As equações de campo devem ter uma caráter tensorial e ser válidas em todo o
E.T. curvo.

I Guiados pelo principio de correspondência, as eqns. de campo têm que vincular a
geometria do E.T. curvo com o conteúdo material.

I A primeira proposta do Einstein foi Rµν = κTµν . Porém, não era consistente
pois ∇µTµν = 0 implica ∇µRµν = 0, que não é válido em geral. Além disso, pela
identidade de Bianchi teriamos ∇µRµν = (1/2)∇νR = (1/2)∇νT = 0. Isto
equivale a dizer que T = cte, o que é só válido no vácuo!!!
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RG-III
I No ano 1915, Einstein apresentou sua teoria da gravitação relativística.

Gµν = Rµν −
1
2
Rgµν = κTµν

I Space tells matter how to move, matter tells space how to curve- John A.
Wheeler
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Limite Newtoniano-I
I Supondo que as velocidades são pequenas (v i � c) e trabalhando baixo as

hipóteses de campos estáticos (∂tgµν = 0) e fracos (gµν = ηµν + hµν , ‖hµν‖ � 1)
temos os seguintes resultados:

1. O único símbolo de Christofell é Γµ
00 = − 1

2∂
µh00

2. A eqn. da geodésica vira:
d2xµ

dτ2 =
1
2
∂µh00

( dt

dτ

)2

3. Para µ = 0 temos dt/dτ = cte

I Para µ = i a eqn. da geodésica vira:

d2x i

dt2
=

1
2
∂ih00

I Comparando com a eqn. de Newton a = −∇Φ chega-se a h00 = −2Φ, ou seja:

g00 = −(1 + 2Φ)
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Limite Newtoniano-II

I Por outro lado, usando este resultado podemos inseri-lo na componente 00 da eqn.
de Einstein

R00 = κ(T00 −
1
2
g00T )

I Usando que R00 = − 1
2∇

2h00 junto com T00 = ρ e T = −ρ obtemos:

∇2h00 = −κρ

I Comparando com a eqn. de Poisson ∇2Φ = 4πGρ é possível obter a constante
κ = 8πG .
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Métrica de Schwarzschild-I

I Nosso ponto de partida será considerar uma métrica com simétria esférica em
(3 + 1) dimensões:

ds2 = −eα(r ,t)dt2 + eβ(r ,t)dr2 + r2eγ(r ,t)(dθ2 + sin2 θdφ2)

I Estamos considerando o exterior de um objeto compacto, logo no vácuo Rµν = 0.

I A componente Rtr é

Rtr =
2
r
∂tβ(r , t) = 0 =⇒ β = β(r)

I É possível escolher um sistema de coordenadas r̄ = r̄(r) onde o fator eγ(r ,t) some.
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Métrica de Schwarzschild-II
I Combinando as componentes do tensor de Ricci chega-se a:

e2(β−α)Rtt + Rrr =
2
r

[∂rβ + ∂rα] = 0 =⇒ α = −β + k

I A constante k some al redefinir a coordenada temporal t � te−k .

I Zerando a componente Rθθ obtemos uma eqn. diferencial:

Rθθ = 0 =⇒ ∂r (re
α) = 1 =⇒ e2α(r) = 1− Rs

r

I Onde Rs é uma constante de integração a determinar a posteriori.

I A métrica de Schwarzschild em coordendas esféricas é:

ds2 = −(1− Rs

r
)dt2 +

dr2

(1− Rs

r )
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)
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Métrica de Schwarzschild-III

I A métrica de Schwarzschild em coordendas esféricas é:

ds2 = −(1− Rs

r
)dt2 +

dr2

(1− Rs

r )
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

I A constante de integração pode ser obtida estudando o limite newtoniano.
Lembrando que nesse limite g00 = −(1 + 2Φ) = −(1− 2GM/r), logo o raio de
Schwarzschild é

Rs = 2GM

I Quando M � 0 recuperamos a métrica de Minskowski.

I Para r � Rs o E.T. é assintoticamente plano.
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Métrica de Schwarzschild-IV
I Schwarzschild escreveu uma carta ao Einstein enquanto estava na primeira guerra

na frente contra Rússia-Dezembro de 1915. Era especialista en cálculos balísticos.

I “...como você vê, a guerra me tratou gentilmente o suficiente, apesar da artilharia
pesada, para permitir-me ficar longe de tudo e aproveitar esta caminhada na terra
de suas ideias...”

I "Li seu artigo com o maior interesse. Eu não esperava que alguém pudesse formular
a solução exata do problema de uma forma tão simples. Gostei muito do seu
tratamento matemático do assunto. Na próxima quinta-feira, apresentarei o
trabalho à Academia com algumas palavras de explicação". A. Einstein.
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Teorema de Birkhoff-1923

I Começamos assumindo que α(r , t) e β(r , t) mas terminamos com α(r) = −β(r).

I O campo fora de uma estrela esférica é estático, mesmo se a estrela realiza
pulsação radial.

I O teorema de Birkhoff afirma que qualquer solução esfericamente simétrica
das equações do campo de vácuo deve ser estática e assintoticamente
plana. Isso significa que a solução externa (ou seja, o espaço-tempo fora de
um corpo esférico, não giratório e gravitante) deve ser dada pela métrica de
Schwarzschild.
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Singularidades da metrica

I A métrica de Schwarzschild é singular para r = 0 e r = Rs .

I Tem-se uma singularidade fisica em r = 0 pois os invariantes divergem nessa superf.
RµνκσRµνκσ = 48G2M2

r6 . A singularidade fisica é escondida detrás da superfície
r = Rs .

I Qual é a interpretação da superfície r = Rs? Se chama horizonte de eventos e os
inv. não divergem nesse ponto. Mas define o tamanho típico de quando se forma
um B.N. por colapso de uma estrela. Nada pode escapar do B.N., nem mesmo a
luz.

I Uma estrela com a massa de Sol tem um raio R� = 106Rs muito maior que
Rs = 2GM�. De fato, Rs

R�
' 10−6.

I Para uma estrela de Nêutrons com M? = 1.4M� e R? = 15km temos que Rs

R?
' 0.5.
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Geodésicas na métrica de Schwarzschild-I

I Vamos a estudar o comportamento de partículas massivas e não-massivas nas
vizinhanças de um objeto compacto.

I Para simplificar nosso análise vamos a usar a métrica de Schwarzschild.

I A eqn. da geodésica pode ser escrita duma forma na qual as simetrias da métrica
conduzem a quantidades conservadas:

d

dτ

(
gµν

dxν

dτ

)
− ∂µgαβ

2
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0.

1. Como ∂tgµν = 0→ e = −gtt dt
dτ

= cte –energia por unidade de massa da partícula–

2. Como ∂φgµν = 0→ ` = gφφ
dφ
dτ

= cte–momento angular por unidade de massa da
partícula–
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Geodésicas na métrica de Schwarzschild-II

I Outra constante de movimento alongo das geodésicas é ε = gµνU
µUν . Para uma

geodésica de tipo nula ε = 0 e para uma tipo tempo ε = −1 (observador fisico).

I Levando enconta as quantidades conservadas é possível escrever a eqn. para um
problema efetivo 1d:

1
2

( dr
dτ

)2
+
(
− GM

r
+

`2

2r2−
GM`2

r3

)
= Ẽ =

1
2

(e2 − 1)

I Perceba-se que tem-se uma correção relativística no potencial efetivo ∝ r−3. No
caso newtoniano teriamos:

1
2

(dr
dt

)2
+
(
− GM

r
+

`2

2r2

)
= ẼN

I Vamos a comparar a existência de órbitas ligadas e não ligadas em ambos casos.



Uma introdução à
Relatividade Geral

Martín G. W.
Richarte.

Universidade
Federal do Espírito

Santo-2021
16-21Agosto, DM.

Livros

Surgimento da
Relatividade
Restrita

Relatividade
Restrita

Por que precisamos
da Relatividade
Geral?

Formalismo

Testes
experimentais da
RG

Problemas/experimentos

CN:Órbitas ligadas
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Geodésicas na métrica de Schwarzschild-III

I Órbitas estáveis e instáveis são importantes em “discos de acreção” em torno de
objetos compactos (estrela de nêutrons ou buracos negros).

I Para r < 6GM não há qualquer órbita circular estável.

I RISCO = 6GM é o raio da órbita circular estável mais interna.

I Objetos compactos com raio menor que RISCO podem acretar material do raio
interno do disco ao redor deles.
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Testes experimentais da RG

I A maioria dos testes experimentais de relatividade geral são baseados na geometria
de Schwarzschild na região r > Rs .

I Alguns são baseados nas trajetórias de partículas massivas e outros nas trajetórias
de fótons.

I A maioria dos testes "clássicos"estão no limite do campo fraco, mas observações
mais recentes começaram a sondar o regime de campo forte mais discriminativo.

I Aqui nós focaremos em quatros casos:

1. Precessão do periélio

2. Deflexão da Luz

3. o desvio gravitacional para o vermelho da luz

4. Atraso do tempo de Shapiro
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Precessão do Periélio-I

I Para uma órbita não circular geral na teoria newtoniana, a equação do movimento
é:

d2u

dφ2 + u =
GM

b2 ,

I Para uma órbita ligada, a solução descreve uma elipse:

uN =
GM

b2 (1 + e cosφ),

I e mede a elipticidade da órbita, o periélio é r1 = a(1− e), o afélio é r2 = a(1 + e).
Além disso, o semi-eixo maior é dado por:

a =
b2

GM(1− e2)
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Precessão do Periélio-II

I A equação relativística geral do movimento baixo a aprox. de campo fraco:

d2u

dφ2 + u =
GM

b2 +
3GM
c2 u2,

I Vamos escrever a solução relativística geral como u = uN + δu:

δu = ε[1 + e2(
1
2
− 1

6
cos 2φ) + eφ sinφ], ε =

3(GM)3

c2b4

.

I O último termo em azul, pode ser minúsculo no início, mas aumentará
gradualmente com o tempo (efeito acumulativo).
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Precessão do Periélio-III

I Como η = 3(GM
bc )2 � 1, nossa solução aproximada é:

u ' GM

b2 [1 + e cos[φ(1− η)]]

.

I A órbita é periódica, mas com um período P = 2π/(1− η) > 2π e portanto a
órbita não pode "fechar", e assim a elipse sofre precessão.

I Em uma revolução, a elipse irá girar em torno do foco por um certo valor
∆φ = (2π/(1− η)− 2π) ' 2πη. Isto equivale a:

∆φ =
6πGM

a(1− e2)c2
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Precessão do Periélio-IV

I Usando que GM� = 1.48× 105cm, a = 5.79× 1012cm, e e = 0.2056 chega-se a:

∆φMercúrio = 43.0”/século.

I Em pulsares binários separados por 106km, o avanço do periélio é extremamente
importante e pode ser de até 2o por ano (cerca de 1000 rotações orbitais).



Uma introdução à
Relatividade Geral

Martín G. W.
Richarte.

Universidade
Federal do Espírito

Santo-2021
16-21Agosto, DM.

Livros

Surgimento da
Relatividade
Restrita

Relatividade
Restrita

Por que precisamos
da Relatividade
Geral?

Formalismo

Testes
experimentais da
RG

Problemas/experimentos

Deflexão da Luz-I

I A deflexão dos raios de luz devido à presença de um campo gravitacional é uma
previsão de Einstein datada mesmo antes do GR.

I Esta previsão foi verificada em 1919 durante um eclipse solar total no Sobral-Brasil!!
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Deflexão da Luz-II
I A curva geodésica para fótons na geometria de Schwarzschild no plano equatorial é:

d2u

dφ2 + u =
3GM
c2 u2,

I Se M = 0 então a eqn. é uma reta em coordenadas polares uN = sinφ/b com
u = 1/r .

I Resolvemos o problema em forma perturbativa, u = uN + ∆u:

d2∆u

dφ2 + ∆u =
3GM
c2 u2

N ,

I A solução geral é dada por:

u =
sinφ

b
+

3GM
b2c2 (1 +

1
3

cos 2φ).
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Deflexão da Luz-III

I Para um observador no infinito deveria ter u → 0 e usando que o ângulo é pequeno
[sinφ = φ, cos 2φ = 1], ou seja, a relação entre φ, M e b fica assim: φ = − 2GM

b2c2

I O desvio total será ∆φ = 4M
b2c2

I Para um raio de luz traçando a superfície do Sol dá uma deflexão da 1, 75”.
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Deflexão da Luz-IV-Sobral 1919
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Deflexão da Luz-IV-Ilha Príncipe
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Deflexão da Luz-IV-Lemos
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O desvio gravitacional para o vermelho da luz-I

I Seja uma fonte M que irradia luz. Seja O1 um observador está perto da fonte M e
seu relógio mede dτ1 = (1− 2M/r1)1/2dt. Seja O2 outro observador que está na
terra e seu relógio mede dτ1 = (1− 2M/r2)1/2dt.

I O1 envia sinais de luz em um comprimento de onda específico, c = λ1/dτ1.

I A relação entre as frequências [ν ∝ 1/τ ] de O2 e O1 será:

ν1

ν2
=

(1− 2M/r2)1/2

(1− 2M/r1)1/2 ≡ 1 + z

I Onde z é o corremento para o vermelho. Ou seja, vobs = z × c . Perceba-se que
z ' M(1/r2 − 1/r1).
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O desvio gravitacional para o vermelho da luz-III
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O desvio gravitacional para o vermelho da luz-III

I Einstein previu o desvio gravitacional para o vermelho da luz, pensando que esse
efeito poderia ser medido nas linhas espectrais de uma estrela anã branca, que tem
um campo gravitacional muito alto.

I O desvio para o vermelho de Sirius B foi finalmente medido por Greenstein et al. em
1971, obtendo o valor para o redshift gravitacional de 89± 19km/s, com medições
mais precisas pelo Telescópio Espacial Hubble mostrando 80, 4± 4, 8km/s.
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O desvio gravitacional para o vermelho da luz-IV
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Atraso temporal de Shapiro-I

I Um teste mais recente (final dos anos 60) onde o atraso dos sinais de radar
causados pelo campo gravitacional do Sol foi medido. Esta experiência sugerida e
realizada por I.I. Shapiro e seus colaboradores.

I Agora considere um caminho de fóton da Terra para outro planeta (Vênus). Seja r0
a distância coordenada da aproximação mais próxima do fóton ao Sol.
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Atraso temporal de Shapiro-II
I Combinando a eqn. do elemento de linha pra um raio de luz ds2 = 0 no plano

equatorial junto com a condição de como está definido r0— (dr/dt)r0 = 0— é
possível mostrar que

dr

dt
= (1− 2M

r
)
[
1−

( r0
r

)2(1− 2M
r

1− 2M
r0

)]1/2
= f (r , r0,M)

I Para um dado intervalo de tempo fixo entre a Terra e o Sol, digamos t1, podemos
integrar entre r0 e r1

t1(r1, r0) =

∫ r1

r0

dr

f (r , r0,M)
' r1 + 2M ln(

2r1
r0

) + M

I Onde usamos que r1 � r0. Se M = 0 (E.T. plano) t1 = r1.

I Fazendo o mesmo tipo de cálculo para a trajetoria entre r0 e r2 com r2 � r0, o
tempo t2 é:

t2(r2, r0) =

∫ r2

r0

dr

f (r , r0,M)
' r2 + 2M ln(

2r2
r0

) + M



Uma introdução à
Relatividade Geral

Martín G. W.
Richarte.

Universidade
Federal do Espírito

Santo-2021
16-21Agosto, DM.

Livros

Surgimento da
Relatividade
Restrita

Relatividade
Restrita

Por que precisamos
da Relatividade
Geral?

Formalismo

Testes
experimentais da
RG

Problemas/experimentos

Atraso temporal de Shapiro-III
I Assim, o "tempo extra"total calculado pelo Shapiro fica:

∆T = 2(t̄1 + t̄2) = 2M
[
1 + ln

(4r1r2
r2
0

)]
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Atraso temporal de Shapiro-IV
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Atraso temporal de Shapiro-V
I O atraso de Shapiro foi amplamente medido no sistema solar e em pulsares

binários, permitindo testes rigorosos de relatividade geral (GR).

I Também é possível usar medições de temporização de pulsar do atraso relativístico
de Shapiro no pulsar J0740 + 6620, para medir a masa da estrela de nêutrons 2,14
massas solares.
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Atraso temporal de Shapiro-VI
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Problemas atuais e outros experimentos

I A teoria tem uma série de problemas: 1-Existência de singularidades (S.I, S.F),
2-Não possui uma formulação quântica.

I O universo a escala cosmológica precisa de componentes de origem dúvidosa (DM,
DE) ou modificar o setor de curvatura.

I Por outro lado, existem muitos experimentos que estão mostrando o sólida que é a
RG:

1. O satélite Gravity Probe B-2005 detectou o arrasto de sistema devido a efeitos
geodésicos.

2. A detecção de ondas gravitacionais-2016-LIGO.

3. Primeira imagem de um B.N. na gálaxia M87 detectado pelo Event Horizon
Telescope (EHT)-2019

4. Existem muitos outros experimentos que testaram o P.E. e a teoria no limite de
campo forte!!!
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O fim?Não, agora temos que estudar GR com maior
profundidade!!!
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