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OBJETIVOS DO CURSO

• Entender como o conceito de onda gravitacional 
surge das equações de Einstein;

• Compreender os fenômenos da radiação gravitacional 
à partir da analogia com o eletromagnetismo;

• Consequências da emissão de ondas gravitacionais 
em sistemas binários



REVISÃO DO
ELETROMAGNETISMO



• Equações de Maxwell:

Lei de Gauss

Lei de Gauss do magnetismo

Lei de Faraday

Lei de Ampère

• Força de Lorentz:

• Conservação da carga
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• Potenciais escalar e vetor

Potencial escalar
Potencial vetor



• Leis de Gauss e Ampère em termos dos potenciais

• Essas equações pode ser simplificadas com 
uma escolha apropriada de calibre



• Transformações de calibre no eletromagnetismo

Os campos E e B são invariantes pelas transformações 
dos potenciais abaixo:

A função λ é arbitrária, dando origem à liberdade de 
calibre do eletromagnetismo.



• Transformações de calibre no eletromagnetismo

Os campos E e B são invariantes pelas transformações 
dos potenciais abaixo:

Exercício: 

Mostre que os campos E e B não mudam com as 
transformações acima
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• Calibre de Lorentz

• Isso simplifica as equações dinâmicas dos potenciais

Equações 
da onda

Velocidade 
da onda



• Calibre de Lorentz

• Simplificamos as equações de onda com o operador 
d’Alembertiano

• obtendo



• Soluções: método de funções de Green (veja livro 
do Jackson de eletromagnetismo)

com                     sendo o tempo retardado e leva em conta a 
velocidade finita da onda eletromagnética.

O volume de integração é sobre toda a fonte.



• Expansão multipolar
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• Expansão multipolar
Vamos estudar os potenciais retardados longe da fonte           

As fontes também devem ser expandidas em série de Taylor 
sobre o ponto 

e o mesmo vale para a fonte do potencial vetor.
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• Expansão multipolar

Potencial escalar
momento de 
dipolo elétricocarga total

Potencial de Coulomb 
constante no tempo Termos dominantes 

na radiação
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• Expansão Multipolar

No caso do potencial vetor o primeiro termo não é constante,

Portanto, os termos dominantes da radiação eletromagnética 
estão associados ao momento de dipolo da distribuição de 
cargas. 

e, usando a equação da continuidade,



• Campos elétrico e magnético:

Nota-se que os campos elétricos e magnéticos são 
perpendiculares entre si e transversais à direção radial. Na 
verdade,

O cálculo do campo é direto e, após certa álgebra vetorial, os 
termos dominantes são



• Potencia irradiada

Potência irradiada é proporcional ao quadrado da segunda 
derivada do momento de diplomo elétrico da fonte.

Vetor de Poynting



RECAPITULANDO
• Ondas eletromagnéticas são previstas pelas equações 

de Maxwell;

• Conservação da carga elétrica impede o termo de 
monopólio de irradiar ;

• Energia irradiada por unidade de tempo é 
proporcional ao quadrado da segunda variação 
temporal do momento de diplomo elétrico da fonte.
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RELATIVIDADE GERAL E 
ONDAS GRAVITACIONAIS
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Notação de Einstein: índices repetidos implicam soma sobre todos 
seus valores.

A métrica do espaço-tempo é responsável por  “subir” e “descer” 
índices:

Matemática da Relatividade:
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Eletromagnetismo em notação tensorial

Potenciais escalar e vetor unificados em um quadri-vetor

Invariância de calibre

Calibre de Lorentz

Equações de Maxwell

Operador d’Alembertiano 
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Relatividade Geral

Tensor de curvatura ou tensor de Riemann

Tensor de Ricci escalar de Ricci

Conexão

Fonte:
matéria/energia e

momento

Derivadas segunda
da métrica

Teoria altamente não linear!

Equações de Einstein
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Espaço-tempo plano
(Minkowski)

Pequena
perturbação



Na equação de Einstein, mantemos somente termos lineares de h

• Aproximação de campo fraco

Espaço-tempo plano
(Minkowski)

Pequena
perturbação



• Liberdade de calibre
Uma transformação de coordenadas infinitesimal

implica

mas o tensor de Riemann (linear) permanece inalterado.

Podemos escolher     tal que as equações de Einstein assumam 
uma forma mais conveniente.



• Liberdade de calibre
Uma transformação de coordenadas infinitesimal

implica

mas o tensor de Riemann (linear) permanece inalterado.

Podemos escolher     tal que as equações de Einstein assumam 
uma forma mais conveniente.

Calibre harmônico Equação de Einstein
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• Liberdade de calibre residual
Note que, para termos o calibre harmônico as transformações 
devem satisfazer a equação

Essa equação permanece válida se somarmos à    uma 
quantidade    que satisfaça a equação

Temos, então, mais quatro funções livres para simplificar a 
métrica. Uma escolha conveniente é

Essas condições constituem o chamado calibre transverse-
traceless. Somente válido no vácuo!



SUGESTÃO DE EXERCÍCIOS

• Reproduzir os resultados da aproximação de 
campo fraco da relatividade geral,

• Todo livro texto de RG detalha esses cálculos,

• Em especial, sugiro o livro Gravitation: Foundations 
and Frontiers, de T. Padmanabhan (seção 6.4)



• Ondas planas no vácuo
Longe das fontes, podemos tratar a onda gravitacional como 
sendo plana. Supondo uma propagação na direção z

solução



• Ondas planas no vácuo
Longe das fontes, podemos tratar a onda gravitacional como 
sendo plana. Supondo uma propagação na direção z

solução

No calibre TT, sobram apenas as componentes
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• Efeito sobre partículas testes
Considere duas partículas posicionadas em (0, 0, 0) e (l , 0, 0), 
por onde passa a onda gravitacional plana viajando na direção z. 

Calculemos a distância própria entre elas

A distância entre as partículas oscila



• Efeito sobre partículas testes
O resultado anterior pode ser generalizado para o caso de um 
anel de partículas.



• Efeito sobre partículas testes
O resultado anterior pode ser generalizado para o caso de um 
anel de partículas.

Cada uma das componentes independentes da métrica é 
responsável por um modo de polarização da onda. 

h+ hx
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• Solução com fontes
Já conhecemos a solução da equação de onda em termos de 
potenciais retardados

relembrando que                     e

Por conta da condição de calibre harmônica, temos que

Podemos nos concentrar somente nas componentes puramente 
espaciais
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• Expansão multipolar
Já conhecemos a solução da equação de onda em termos de 
potenciais retardados

Manipulando a equação de conservação do tensor de energia e 
momento

Substituindo na solução acima (descartando divergências totais)

note que
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• Expansão multipolar
Podemos escrever                           densidade de matéria/energia

momento de quadrupolo da 
distribuição de matéria/energia

Contrário ao eletromagnetismo, o termo dominante na radiação 
gravitacional é o quadrupolo, e não o dipolo.

EM                 Conservação da carga                             dipolo

RG                 Conservação da massa/momento         quadrupolo



• Momento de quadrupolo irredutível
A solução anterior não está no calibre TT.
Mas os graus de liberdade são representados pela parte transversa 
e sem traço da métrica.
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• Momento de quadrupolo irredutível
A solução anterior não está no calibre TT.
Mas os graus de liberdade são representados pela parte transversa 
e sem traço da métrica.

Momento de quadrupolo irredutível

Esse é o termo da fonte que fundamentalmente gera as ondas 
gravitacionais lineares
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• Energia das ondas gravitacionais
Não é possível, na RG, definir um tensor que represente a energia 
e momento do campo gravitacional.

Porque a gravidade pode ser sempre anulada localmente 

Mas no regime aproximativo podemos construir uma quantidade 
que represente a energia das ondas gravitacionais. Recapitulando,

com

obtemos para o tensor de Einstein,
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• Energia das ondas gravitacionais

Portanto, devemos calcular o tensor de Einstein de segunda ordem 
para obter um tensor de energia e momento das ondas lineares.

Esse processo é simples mas trabalhoso. Veja seus detalhes no livro 
do T. Padmanabhan, Gravitation, seção 9.5.

O resultado será

No entanto, o resultado deve ser invariante de calibre. Para isso, é 
necessário tomar um valor médio sobre uma região muito maior 
que o comprimento de onda da radiação.
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• Potência irradiada

Podemos calcular também a energia emitida por uma fonte com 
um dado momento de quadrupolo;

Calcula-se o fluxo de energia passando por uma superfície esférica 
por unidade de tempo

Usando os resultados anteriores, teremos
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• Aplicação: Sistema binário
Em primeira ordem, as orbitas são elípticas e classificadas pelo 
semi-eixo maior e a excentricidade

Suponha que as órbitas estão no plano x-y

x

y

θ
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• Aplicação: Sistema binário

A variação temporal do raio e do ângulo também são conhecidas

Com isso podemos calcular o momento de quadrupolo
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• Aplicação: Sistema binário

Por fim, obtemos a energia média emitida em um período orbital

Essa perda de energia causa uma variação no período orbital do 
sistema.
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• Observação: Pulsar binário PSR B1913+16

Os resultados anteriores podem ser aplicados para a análise de do 
pulsar binário de Hulse and Taylor.

Outros pulsares



• Detecção direta de ondas gravitacionais

A procura por ondas gravitacionais começa na década de 1960, 
com o trabalho pioneiro de Weber.



• Detecção direta de ondas gravitacionais

Antena Mario Schenberg - SP/Brasil

Modelo mais atual, que opera em 
baixíssimas temperaturas;

Sensibilidade ainda baixa para 
eventos típicos de ondas 
gravitacionais
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Interferômetros




