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Meétodos de Calculos da Temperatura

1971- Hawking formula o teorema da area, A > 0, que lembra
a segunda lei da termodinamica, 65 > 0.

1973- Bekenstein e Smarr obteveram

dM = 1dA+ Qud) + dpdQ |
M 2rA+2Q0] + OuQ

respectivamente, mostrando a analogia entre as leis da
mecénica dos buracos negros e as relacées usuais das leis da
termodinamica.

1973- Carter, Bardeen e Hawking generalizaram os resultados
obtidos por Bekenstein e Smarr e formularam as leis da
termodinamica dos buracos negros:
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Meétodos de Calculos da Temperatura

» Lei Zero: A gravidade superficial é constante em cima do
horizonte. Faz-se assim a comparacdo com o principio zero da
termodinadmica onde a temperatura é constante para um corpo
em equilibrio térmico.
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» Lei Zero: A gravidade superficial é constante em cima do
horizonte. Faz-se assim a comparacdo com o principio zero da
termodindmica onde a temperatura é constante para um corpo
em equilibrio térmico.

» Primeira Lei: dM = g dA + QudJ + ®4dQ, onde faz-se a
comparacdo com o primeiro principio da termodindmica
dE = TdS — pdV, sendo QdJ e ®dQ os termos de trabalho.

gtadaiesky@hotmail.com



Meétodos de Calculos da Temperatura

» Lei Zero: A gravidade superficial é constante em cima do
horizonte. Faz-se assim a comparacdo com o principio zero da
termodindmica onde a temperatura é constante para um corpo
em equilibrio térmico.

» Primeira Lei: dM = g dA + QudJ + ®4dQ, onde faz-se a
comparacdo com o primeiro principio da termodindmica
dE = TdS — pdV, sendo QdJ e ®dQ os termos de trabalho.

» Segunda Lei:dA > 0, para todo processo fisico, o que pode
ser comparado com o segundo principio da termodindmica que
estabelece §S > 0 para todo processo fisico.
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» Lei Zero: A gravidade superficial é constante em cima do
horizonte. Faz-se assim a comparacdo com o principio zero da
termodindmica onde a temperatura é constante para um corpo
em equilibrio térmico.

» Primeira Lei: dM = g dA + QudJ + ®4dQ, onde faz-se a
comparacdo com o primeiro principio da termodindmica
dE = TdS — pdV, sendo QdJ e ®dQ os termos de trabalho.

» Segunda Lei:dA > 0, para todo processo fisico, o que pode
ser comparado com o segundo principio da termodindmica que
estabelece §S > 0 para todo processo fisico.

» Terceira Lei: A gravidade superficial x ndo pode chegar a
zero por nenhum processo fisico. Compara-se com o terceiro
principio da termodindmica segundo o qual T — 0 n3o pode
ocorrer via nenhum processo fisico.
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@ 1975- Hawking relacionando efeitos quéanticos com a
relatividade geral, descobriu que buracos negros emitem uma
radiac3o, de forma idéntica ao espectro de radiacdo de um
corpo negro, sendo a temperatura dada pela relacio

K
Tu=— . 1
H= on (1)
Similarmente, a entropia se relaciona com a area do buraco
negro pela expressio S = %.
@ 1975- Bekenstein generaliza a segunda lei da termodinamica
dos buracos negros, St = Spp + Sg > 0.
Existindo varios métodos para se calcular a radiacdo Hawking.

gtadaiesky@hotmail.com



Meétodos de Calculos da Temperatura

Temperatura via coeficiente de Bogoliubov:

Definiremos em primeiro lugar os coeficientes de Bogoliubov. Para
isto analisaremos algumas propriedades da teoria quéntica de
campos de um campo escalar livre.

Seja ®(x) um campo escalar real ndo massivo e livre, num
espaco-tempo plano, que satisfaz a equacdo de Klein-Gordon

VH#O,®(x) =0 . (2)
A solucdo desta equacdo é dada por,

B(x) = / &k R+ f(a]] . 3)

uma solucdo de ondas planas.
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{ax} sdo operadores em um espago de Hilbert H com os seus
hermitianos conjugados {al}, que satisfazem as relacdes
a0l = (K- &)
[ak, aw] = [a}:, a” =0

Podemos fazer o espaco de Hilbert (#) ser um espago de Fock
construindo um estado de vacuo |0 > satisfazendo as propriedades
axl0> = 0 Vk |,
<00> =1 ,
de modo que H tem como base

{|0 >, aZIO >, aLa,UO >, } ,

< | > & o produto interno positivo-definido deste espa¢o e {a;r(} e
{ak} sdo os operadores de criagdo e destruicdo, respectivamente.
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Pode-se entdo, definir o operador nimero de particulas N = alak

que satifaz a relacdo

Ngl0>=0 . (4)
Esta base de H é determinada pela escolha dos vacuos |0 >, que
depende da defini¢do das bases complexas fx(x), que satisfazem as
relacBes:

(f(x), fio(x)) = = (h(x)" i (x)) = (k= K) . (5)
(), fr (x)") = (A(x)" f(x)) =0 (6)

(h.5) =i [ VIe®] (5 96) a2 ()

é a relacdo de produto interno definida pela teoria usada.

Acima dX* = dX n*, sendo dX o elemento de volume da
hipersuperficie X tipo espaco, | g(X) | o médulo do determinante
da métrica em relac3o a hipersuperficie e n* & um vetor unitario

onde
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Imaginemos a evolu¢3o da hipersuperficie em ¥ — Yo — X1, tal
que X1 ndo seja uma simples deformagdo de ¥ (portanto
equivalente por difeomorfismo) e tomemos o operador de campo
®(x), solugdo da equagdo de KG na hipersuperficie X:

o(x) = / 6k [Fe(be + F(x)"B)] (8)

As fungBes Fi(x) e os operadores by e N} obedecem as mesmas
propriedades vistas anteriormente, e |0 >; & o vacuo na
hipersuperficie X 1.

Podemos ent3o expandir o operador de campo tanto nas bases
antigas como nas novas:

o) = [ &k [fiboa+ Ail7a]]
= / d3K’ [Fk/(x)bk/ + Fk/(X)*bH
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Utilizando o fato de que o produto interno independe da escolha da
hipersuperficie e a definicio dos operadores destruicdo e criacio

bw-—(M@J%@»—i/<quj@¢uod2i,
<~
b = —(00. ) =i [ (A0 000 ) ax*
pode-se relacionar os operadores de destruicio e criacdo da

hipersuperficie X1 com os operadores de criacio e destruicdo da
hipersuperficie ~ como sendo

bk/ = = / (ai,kak — ﬁZ/ka£> dk s
b, = :/(a,£—5/a>w
k! k'k9 k'kdk )
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onde
ap = —(F(x)" (X)) s awk = (Fir(x), f(x)) ,
Bk = —(Fu(x), f(x)") s Bri = (Fer(x), fi(x))

Os coeficientes o e 3 obedecem a seguinte relacdo de normalizacio

//(ak/kai/k// — ﬂk/kﬁlt’k”) dk,dk,/ =1
De posse das relagdes encontradas, pode-se encontrar a seguinte
relacdo:

< 0[N0 >
M = [ 18wl = [ [ BucBiedidk’ . (9)

Esta relacdo nos mostra que algo acontece na evolugdo g — X1:
0 que € um vacuo para um observador em Yy n3o o é mais para um
observador em X ;.
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Tomaremos como exemplo para a aplicacdo dos coeficientes de
Bogoliubov a métrica de Schawrszchild,

-1
ds? = (1 — 2:\4) dt? — <1 — 2:\4) dr® — r?dQ? .

Utilizando a equacdo de KG para a métrica de Schwarzschild,

1
——= 0uV/18lg"" 9, P(x) =0
Vgl
Encontra-se a seguinte equacio diferencial

d?f(r)
dr*2

+ (W= Vegr) f(r) =0 . (10)
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Sendo
-1
dr* = (1—2M> dr
r

r* = r+2Min(r—2M) +c

) DM\ [I(/+1) 2M
_.I_
Veff - <1 - r) |: r2 + ,3:| (11)

é o potencial efetivo.
Onde utilizou-se a separacdo de variaveis

o() = D ymip, gjeiet (12)

r
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No limite assintético, r — oo, (10) torna-se
d?f(r)
dr2
que tem como solucdo

f(r) = Ae“" 4 Be='wr

+W?f(r)=0 , (13)

Deste modo, encontra-se

o) = 0D (g 1 p).

onde
f,=Be ™ s v=t+r, g,=Ae ™ su=t—r" . (14)
Pela normalizagdo do campo ®(x),
Axd
Outim Corrar) = [ Ex VGGV 0 G (19

encontra-se A= B = 1/V4rnw.
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Modelo de colapso da casca esférica fina:

Figura : Uma onda esférica vem de Z— com frente de onda satisfazendo
v = constante, e depois de espalhada pela estrela, dirige-se a Z* com
u =constante .
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Utilizando o modelo de colapso de uma casca esférica fina,

encontra-se 1
Vg — V
u(lv)=—=In
(=-2m(2FY)

onde vop = To — 2M e k = 1/4M é a gravidade superficial .
Assim os coeficientes de Bogoliubov sdo encontrados :

. vo pd
Q! = (gtm fw’) = ’/ f;’ Oy 8w

—00

[(iw/k)e™/ 2 il vomw(in F=inw!) /]

)

w
2TV ww'
/wa’ = _(gwafjf)

w
2TV ww’

(it ) e=m/2gl b alin Fin) /o]
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Portanto,

/ / i du oy yot, = L
woTWTST T D sinh(Tw/k)

//dw’dw"ﬁ 5 — EL‘U/H
woPWt T D sinh(rw/K)

ficando evidente que a condicdo de normalizacdo é satisfeita.
O operador nimero de particula é dado por

[e9] oo 1
o /g * o
Ny, = /0 /0 dw'dw"” B By = e (16)

Isto & caracteristico de um espectro planckiano com temperatura
Th=r/2r =1/87M.
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Temperatura via euclideanizacdo da métrica:

Exemplificaremos o método usando a métrica de Schwarzschild.
Neste caso, ha uma singularidade sobre o horizonte de eventos,

r = ry. Passaremos o tempo da métrica para um tempo imaginario
efetuando uma continuacdo analitica, t — it, chamada de rotacdo
de Wick, e escreveremos a métrica para uma superficie com 6 e ¢
constantes. Assim, para eliminar a singularidade cénica que ocorre,
em r = ry, transforma-se a métrica para uma métrica conforme,

—1
ds? = <1 —21\/’) dt? + (1 —2:\/’> dr?

= Q(p) (dp* + p?d7®)

onde 7 = at, sendo o uma constante que faz o fator conforme
Q(p) ser finito e ndo nulo no horizonte.
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Portanto, comparando os termos, obtém-se

r—2Mm
Q(p) - rpzag ) (17)

p = e . (18)
Na expressdo acima,
r* =r+2MIn(r — 2M)
Perto do horizonte o termo dominante de r* sera

1
r* = > In(r —2M)

K
onde k = 1/4M é a gravidade superficial. Logo,
pr(r—2M)>/2%k (19)
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Substituindo (19) em (17), obtém-se

r—2m
ra?(r —2M)e/s

Qp) = (20)

Como Q(p) é um fator finito no horizonte, a Gnica maneira de
evitar a singularidade em r = ry = 2M & assumindo

a =K

Agora, para evitar a singularidade conica, é preciso impor uma
periodicidade de 27 para T, isto &, uma periodicidade para t dada
por 27 /. Isto corresponde a uma temperatura

T=2-rf_ (21)
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Temperatura via Anomalias:

Baseado no trabalho de S. P. Robson e F. Wilczek, PRL (2005),
onde a anomalia surge quando ha uma reducdo de uma acio
D-dimensional para uma acdo bidimensional, na regido proxima ao
horizote de eventos, para um buraco negro. Fazendo aparecer uma
ac3o bi-dimensional, que representa uma teoria efetiva quiral perto
do horizonte. Teorias bi-dimensionais quirais exibem anomalia

gravitacional.
Considerando um elemento de linha de um espaco tempo estatico e

simetricamente esférico
dS? = f(r)dt> — f(r)"tdr* — rzdﬂ%sz) , (22)

onde f(r) admite um horizonte em f(r = ry) = 0.
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A gravidade superficial é dada por
1
f= 5 0 () lr=ry - (23)
Seja a acdo de um campo escalar sem massa

1
Sle] = Q/dDX\/—ngzw
= ;/derD_z\ﬁ

1, 1 . po 1
cp<f8t ~ b O r f8,—r2V9>cp )

X

onde v é o determinante da parte angular dQ? e Vg é a colecdo de
derivadas angulares.
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Fazendo o limite r — ry e levando em consideracio somente os
termos dominantes a ac3o se escreve como

rD—2 1
S[e] = Zg/dtdrgpn <f 8? — 8#’6,) ©n

sendo que na segunda linha o campo ¢ foi expandido em fungdo
dos harménicos esféricos em D — 2 dimensdes, ou seja, perto do
horizonte o campo pode ser efetivamente descrito por uma colecdo
infinita de campos em (141) dimensdes no espa¢o (t,r), onde r é a
direcdo espacial na métrica

dS? = f(r)dt> — f(r)~1dr* . (24)
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A anomalia gravitacional tratada aqui serad a ndo conservac¢io do
tensor-momento energia em 2D, anomalia de Einstein. Na regido
ry < r < ry -+ 6 a anomalia se da na forma abaixo:

VT (rn) = =Zu(r)

N
V

1
\/7 )
onde

1
Nl/j W 66#8 r

Para uma métrica do tipo (24) é facil verificar a existéncia de uma
anomalia do tipo tempo,

1
=(r) = 9,Nf = 1927T8,<f’2 + f”f> . (25)
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Deve-se resolver a equa¢do da anomalia em duas regides,
ry < r < ry + 6 onde ocorrem as anomalias e r > ry + ¢ onde n3o
ha anomalias, para v = t, onde temos que

VT =0,T/ .

@ Parar > ry+9,

@ Parary<r<ry+9,
orT{(rn) = =¢
Ti(rn) = ap+ Ni(r) — Ni(rv) (27)
onde ag e ay sdo constantes de integracio.
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Combina-se o tensor momento-energia nas duas regides de

interesse, de modo que,
TE = TH(o0)Ou(r) + TH(ry)H(r)

v

onde O(r) =Ou(r—ry —0) e H(r) =1 —Oy(r).
Por meio de um difeomorfismo, x’ = x —& — dgu = V& + Vi€,
a parte andmala da ac3o efetiva é dada por

/ d’x\/—82)¢'V, T = / d?x gf{a, [N[(r)H(r)]
- (ao —ay + N,_f(rH)> 5(r — rH)}

O primeiro termo é eliminado classicamente pelo principio
variacional, porém para eliminar o termo da delta requer-se

ao = ay — N{(rn)
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Uma consequéncia da equacdo de anomalia é que ela n3o se
transforma covariantemente, e para que isto ocorra é preciso definir
um novo tensor momento-energia dado por

~ ~ 1
V=T NG NG = oo <ff” - 2(f’)2> :
Impondo que T/(ry) = 0, encontra-se ay; = e (F'lr=r,)>.
Observa-se que N (ry) = —2N{(ry), pois f(ry) = 0. A equacdo
para o fluxo ag pode ent3o ser escrita como

1 2
481"
T
= —T7

121

a =

onde « é a gravidade superficial.
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Temperatura via coeficiente de reflexdo:

O processo de calculo dos coeficientes de transmissio e reflexdo
nada mais é do que um processo de espalhamento, uma onda que
chega do infinito passado, ao buraco negro, tem parte da onda
absorvida pelo buraco negro e parte refletida para o infinito futuro,
pelo potencial efetivo do buraco negro. Os modos de propagacio
desta onda estdo relacionados aos modos incidentes (v =t + r*) e
emergentes (v =t — r*).

Do ponto de vista quantico defini-se o fluxo de probabilidade dado
por

2T &
FH = - V—ggto* o, o . (28)
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Onde os coeficientes de transmissdo e reflexdo sdo definidos como
rem
_ ‘}—m
’ - rin
Fr

rin
Fio

rin
Fi

T = ‘ (29)

Utiliza-se, neste caso, a condicdo de contorno de que no infinito a
constante relacionada ao modo emergente da solucdo da equacio
de onda no limite assintético é nula.
De modo que

T+R=1 . (30)

Uma vez que
T+R=1lea—-p=1 |,

e tais relacdes decorrem da quantizacdo do campo escalar.

Define-se
1 R

a= — ) ﬁ:?
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Porém, utilizando a definicio do operador niimero de particula e o
espectro de temperatura encontrado pelo processo de Hawking,

obtém-se
R
N = = —,
B T
1 B R
ew/Th — 1 1-R'’
w
Ty = — — . 1
H InR (31)
A principio
w K
Ty=— — = — 2
H InR 2w (32)
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Buracos Negros Dilaténicos ndo assintoticamente Planos:

A teoria Einstein-Mawxell-dilaton (EMD) dada pela a¢do

5= 1; d'xv/=g (R = 20,00") — e *“F,, F)

Variando a agdo com respeito a g”, A, e ¢, obtém-se as seguintes
equacdes de movimento:

1
R/“/ = 28,@3,,@5 + 26_2a¢ <FM5F1/6 - 4gMVF2> )

V(e F) = 0,
a (e%
ViVig(x) = —Ze 200 2
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Tem-se a seguinte métrica,

= _ h\7Y y+1
g2 = U Vfl)’ dE? — 0 dP?
ro (F—b)r
P tdQ? (33)

AN 1- /1
Ftr:cg’e2a¢(r):<r> ,M:( V)b,Q: +’7r0’
I ] 4 2

onde F é o campo elétrico, ¢ o campo dilaténico, M a massa e Q a
carga para esta geometria.
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A gravidade superficial é dada por

b7

N 2/’0

Observe-se que quando v = b = 0, a gravidade superficial tem o

valor finito )

=3
como pode ser verificado impondo primeiro aquelas condicdes na
métrica (33).

Vamos nos entreter aqui, no caso v =0 e b # 0 e no caso
vy=b=0.

K
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Coordenadas radiais nulas:

Casoy=0Vb#0:

Y
dr = % g4
r = b) r
r = nln(r—»5b)+c . (34)
Casoy=b=0:
dr* = @dr,
r
r = rnlnr+c . (35)

Lembramos que as coordenadas incidentes (in) e emergentes (em)
respectivamente, s3o dadas por

v = t+r"

u = t—r*

gtadaiesky@hotmail.com



Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

A equagdo de Klein-Gordon ndo massiva para a métrica (33) é dada
por

2
o 2 92 (2r — b)
{(r — b)?r?y % =9 (r—b)r Or

1 5 cosf 5 B
) <89 + Snd O + Qo) } d(x)=0.

Fazendo a separacdo de variaveis
®(x) = F() Y0, p)e ™
obtém-se

(2r—b) , gw? MU+ D) oy
=y PF F(r)=0.

62F(r)+

gtadaiesky@hotmail.com



Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Caso y =0e b#0: A equacdo de KG se reduz a

2 r (2r_b) r rgw2 — l(/+1) ry=
B0 gy 00+ [ g =0

Cuja a solucgdo sera,

b—r\* 1 1 - b—r
(x) = [Cl( 5 > F(a+2,5+2,1+215,b>

b—r\ 1 1 b—r
F(Z-8,-—a,1-2iE;
+ C2< b ) (2 672 «, 1= b )]

X Y0, p)e

onde

a=i(E4+N), B=i(E=N), N2 =E?—(14+1/2)? e E? = rdu?
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Solugdo perto do horizonte (r=b+p — p << 1):
A equacgdo de KG se reduz a

2, 2

1
O2F(r)+ = 9,F(r) + - F(r)=0
P P
Cuja a solucdo sera
O(x) = [Ai(r — b)“o + Ay(r — b)~ ] Y"(6, p)e
= [Aemeiiwu + Aineiiwv] ,m(9, QO) . (36)
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Solucdo exata perto do horizonte:
Para geometria perto do horizonte, r — b ~ 0, temos que (36) se
reduz a

_INE _1\E
O(x) =~ [Cl (b) e Y+ G (b) e '

onde foi utilizado o fato de F(a, b, c;0) = 1.
Portanto comparando as equagdes (36) e (37), tem-se que

1\ E 1\ E
tn= (%) G A= () @ o e
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Limite assintético (r — oo):
A equacio de KG se reduz, neste caso, a

ORF(r)+2 ~ O F(r) + [rgw® =11+ 1)] =57 =0
Cuja a solugdo sera
O(x) = [Bir® + Bor®]Y/"(0,p)e "
= [Bome 4 B ] Y(0,) , (39)

\/F

onde )
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Solugdo exata no limite assintético (r — o0):
No limite assintético tem-se que usar a formula de transformacdo
das hipergeométricas

F(a,b,c;y) = m( 1)y ?F(a,a+1—c,a+1—b;1/y)
- W( )Py PF(b,b+1—c,b+1—a;1/y)

No limite assimptético (r — 00),

1 b

- = ——=0= F(a,b,c,;1/y)~1
y b—r = (a7 7C7v /Y) )
r —r

b b

Q
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

A equacgido exata se torna

d(x) = \;{F(Z)\) plL/2-iA o +r1(/12‘;r2(fl Ye) (—1)E ¢
r(1 - 2iE) y ”
T rae-prae Y Ge
+ [(=2ix) bH/2HA = JS;;?(;EL o (—1)E ¢

r(1— 2iE)

M(1/2—a)f(1/2—a) )" G

eiwv} Y,’"(é?, S0)
(40)
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Comparando a equagdo (39) com (40) e utilizando as relagdes (38)

temos que,
Bem = T(213) Mo +r1( /12J)rr2(IaE l 1/2) b2 e
* r(1/2r—(16;r2(iE/)2 =R A’"] ’ “
Bin = T(=2i)\) iC +r1(/1 ;;é’;l ) pl/2tep
o /zr_(la;riﬁ)z —a) b A’”] ' 42)

Esta analise no limite assintético é valida somente para o caso em
que row >>141/2.
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Calculo da temperatura:

Por ter uma solucdo exata bem comportada, podendo-se assim
relacionar as constantes da solu¢do na regido perto do horizonte
com as constantes da solucdo no limite assimptético, usaremos a
técnica de relacionar o coeficiente de reflexdo R a temperatura T.
A férmula covariante do fluxo, dada por

27 P

Fr=Tgg e 0, 0
é resolvida para métrica (33) com y=0onde g = —rZr’> éo
determinante da métrica. Temos, ent3o, que calcular os fluxos
incidentes (in) e emergentes (em), nas regides préxima ao horizonte
(r = rp) e no limite assintético (00).
Usaremos a condi¢cdo de contorno na qual no limite assintético,
r — 0o, a constante By € nula.
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Calculemos agora os fluxos.
e Para F/°" onde A;, =0,

Frem _ 21 — rro(Femy* g Fem
rHo ngng( 1) ) rty )

i
onde § =r — b.
Portanto utilizando a solugdo (36), temos
OFE™ = O Aem(r — b)E
= iAemE(r—b)FT |
Or (FS™)" = 0 Agm(r—b)™"

= A% E(r — b)~UE+D)

Logo

F;Hem = —A4ATEbAcmAL, - (43)
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

o Para F7/" sendo agora Bem =0
]:rin_ 2m /o o (Fin * g Fin
oo T _googoo( oo) r ' oo
Utilizando a solugdo (39),
OFN = 8,Bjr (A 1/2)
_ B, (,-Hl) —(i\+3/2)
2 )

o, (Fin)* — O,B};r")‘_lp

o.9]
1\ .
= B;, (i)\ — 2) riA=3/2

Frin — 4x\B;,B: . (44)

Logo,
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

e Para .F[lj” onde Ae, =0

rin 27 rr in\* g in
frH:T\/_ngng(Fé)afFé 9
onde § =r — b.
Utilizando a soluggo (36),

OF" = 8,Ai(r—b)"E
= —iAnE(r — b)~UE+D)

o (F")" = 0:A,(r—b)*

iALE(r — b)E 1

Logo,

Frin = 4mEbARAYL . (45)
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Portanto os coeficientes de reflexdo e transmiss3o serdo

_ AemA:m T = 'Féom :iBmB;
AinAL Frin| T Eb ARAL

rem
Fr

: (46)
Fiin

R-

Por (41) e (42), empregando a condi¢do Bepm = 0, encontra-se

*
AemAem - 5 inip

| IT(1/2 + i(E — N))]
IF(2iN)|? [F(1 + 2iE))?
Ira/2+ (8 + M)P]

Wru/2+4(54-A»F]2 .

BinB;, =

23 2
] bAiAS,

PWU2+KE+A»E
X 1-— - 3
IF(1/2 + i(E — \))]
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Utilizando as seguintes relagdes da fungdo gamma

. 2 . s
Hwl” = y sinh[ry]
2
1 _ ™
' (2 * /y> ‘ ~ cosh[ry]
ra+mf = Soer (47)

onde y é real, encontra-se

2 —
AnA = cosh2[7T(E A)] AnAL,
cosh“[m(E + \)]
Ebsinh[2mE] sinh[27 ] .

A cosh?[r(E + \)] i -

BinB;, =
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Portanto

~ cosh®[r(E — \)] - _ sinh[27E] sinh[2m )]
~cosh’[r(E4+A)]" cosh’[r(E+ )]

Utilizando as seguintes relacdes,
cosh®(x) = % [cosh(2x) + 1] ,
cosh(x £y) = cosh(x)cosh(y) = sinh(x)sinh(y) ,

encontra-se que a condicdo de normalizacio é satisfeita.
No limite de altas frequéncias, w — oo,

1\2
_ 2,2 _ (j_ 2
A \/wro (I 2)

~ wr():E
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Logo
1 sinh?[27 E]

~ cosh®[2rE]” T cosh?[2rE]
Portanto, no limite de altas freqiiéncias,
e27rE + e—27rE eZ7rE
h[2rE] = ~
cosh[27E] 5 >
4

e47rE

R

Q

Da relagdo de temperatura (31), obtemos

w
~ In(4e—47E)
1
Ine E ~ 4mry

Th =

%

(48)

o que confirma a temperatura via gravidade superficial.
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Caso v = b =0: A equacio de KG se reduz a

2 2w I(1+1
RF(r)+ 2 0,F(r) + [’0:2“’ - (jg )} F(r)=0 |,

onde a equacgdo diferencial acima foi resolvida para o caso v =0
V b # 0 no limite assimptético, cuja soluco é dada por
1 —iwu —iwv m
d(x) = W [Beme + Bj,e ] Y™(0,p)
Este caso representa o vacuo dilaténico |0, rp > que é dado pela
métrica . .
ds? = — dt? — 2 dr® — rrodQ? | (49)

h r
que descreve também a geometria no limite assintético (r — oo)
no caso dilatonico linear y =0e b # 0.
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Utilizando o calculo da temperatura via a gravidade superficial para
a métrica (49), teriamos que

1
Ty=—
47rr0

Porém, fazendo as seguintes mudancas de variaveis:

r t
x=In{— , T=—
o o

O que coloca a métrica na forma

ds® = X2 (dr? — dx® — dQ?) (50)

onde ¥ = rye*/2 = rry. O que nos mostra que 0 VACUO NO Caso
dilaton linear representa uma métrica conforme do produto M) XS,,
um espaco de Minkowski bi-dimensional com uma bi-esfera de raio
unitario.
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

Redefinindo o campo escalar,

d=x"'v | (51)

a equacdo de KG torna-se uma equacio de campos livres,
1\ 2
V§w+(/+2> V=0 |, (52)

onde V foi separado em fungdo dos harménicos esféricos e V3 é o
laplaciano em Ms.

A equagdo (52) representa uma equagdo de ondas planas onde a
norma da equacdo de KG em 4 dimensdes se reduz & norma em M:

2
&2 = /d3x\/ 250" ), & = /7T BV oW . (53)

Claramente isto reproduz uma equacdo de campos livres onde ndo
ha producdo de particulas.
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Buracos Negros Dilatdnicos ndo assintoticamente Planos

@ Temperatura via anomalias

Seja a acdo
S= / d*x/—gp* V3 .

Redefinindo o campo 1 = X'V, a acdo para métrica (50) se
escreve como

S = /d4x\/7—gZ_IW*V2(Z_1\U)
1

— /d4xsin0\li* <a$ — 2 -Vi+ 4> v

Claramente isto representa uma equacido de campos livres, onde
ndo ha anomalias para serem tratadas. Esta relacdo é compativel
com a anélise anterior do campo de KG.
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Conclusado

Conclus3o:

@ O caso v = b =0 para os BNDnASP nos d4 um bom exemplo
de que ndo podemos simplesmente calcular a gravidade
superficial e emprega-la na definicdo de temperatura: devemos
fazer o calculo mais detalhado das propriedades do campo
quantico para saber se esta relacdo é valida ou ndo. Foi
mostrado neste caso que a relacdo da temperatura com a
gravidade superfical n3o é valida. Isso é um efeito da
geometria do espaco-tempo estudado e n3o um efeito
termodinamico, criacdo de particulas, como foi mostrado.
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