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Parte I: Revisdo tedrica
[ 1}

Teorias escalares da gravitacdo

@ Com o advento da relatividade especial fez-se necessario adaptar a gravitagéo
Newtoniana aos conceitos relativisticos.

@ A simples generalizagdo da forca Newtoniana ao formalismo quadridimensional
apresentou problemas.

d dxt
FNewton — FHF= E (m?> > F;' = m628'u4,0- (1)
Voy — Op= rp. )

A constancia da velocidade da luz implica em sérias restricdes a essa
generalizagdo da mecanica Newtoniana,

dz¥ dy
yFR— =0 = — =0. 3
P2 2 s ®

Essa inconsisténcia levou Einstein a abandonar a ideia de formular uma teoria da
gravitacdo que fosse invariante de Lorentz (generalizagédo do principio de
equivaléncia).
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Teorias escalares da gravitacdo

@ Com o advento da relatividade especial fez-se necessario adaptar a gravitagéo
Newtoniana aos conceitos relativisticos.

@ A simples generalizagdo da forca Newtoniana ao formalismo quadridimensional
apresentou problemas.

@ Nordstrom trabalhou em cima desta questao e propos uma formulagéo que foi
bem aceita na comunidade cientifica.

Equacao de campo,
0P = —xT @

A massa depende do campo gravitacional

m= mo®, 2

A dinamica de particulas teste sdo determinadas a partir do conceito de
quadri-forca.
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Teorias escalares da gravitacdo

@ Pouco tempo depois a teoria de Nordstrom foi reescrita por Einstein e Fokker
usando o calculo diferencial.

Nota-se que a dinamica de particulas teste sdo equivalentes a geodésicas em um
espaco curvo descrito pela métrica

Guv = 902 Nuv - (©)]

@ A equacgédo de campo da teoria € reescrita em termos do escalar de curvatura,

R =6kT. (4)
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Teorias escalares da gravitacdo

@ Pouco tempo depois a teoria de Nordstrom foi reescrita por Einstein e Fokker
usando o calculo diferencial.

Nota-se que a dinamica de particulas teste sdo equivalentes a geodésicas em um
espaco curvo descrito pela métrica

Guv =% N - ®)

@ A equacgédo de campo da teoria € reescrita em termos do escalar de curvatura,

R =6kT. (4)

Mas héa problemas graves:

@ A fonte do campo gravitacional é o traco do tensor de energia-momento.

@ A métrica é conformalmente plana.
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°

Geometrizagdo do campo escalar

@ Qualquer teoria escalar ndo linear (em w), com uma Lagrangeana L(w, ®), pode
ser reescrita em um espaco-tempo emergente (curvo) gerado pelo préprio campo
escalar.

Equacé&o de campo: ﬁ Ay (\/—n Ly 8,® 77‘“’) =1Lg
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°

Geometrizagdo do campo escalar

@ Qualquer teoria escalar ndo linear (em w), com uma Lagrangeana L(w, ®), pode

ser reescrita em um espaco-tempo emergente (curvo) gerado pelo préprio campo
escalar.

Equagao de campo: ﬁ Ay («/—?7 Ly 0, n‘“’) =1Lg

o Definindo: ¢ = an® + 2 or0 9" ®, w= nt0,00,P.

A equacao de campo é reescrita:

1
ﬁ au(\/jqauqu‘“’) =049 =0.
Sob as condigdes: % =F@) e Lry- 2LL§w J
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Geometrizagdo do campo escalar

@ Qualquer teoria escalar ndo linear (em w), com uma Lagrangeana L(w, ®), pode
ser reescrita em um espaco-tempo emergente (curvo) gerado pelo préprio campo

escalar.
Equacé&o de campo: ﬁ Ay («/—?7 Ly 8,® n‘“’) =1Lg
o Definindo: ¢ = an® + 2 or0 9" ®, w= nt0,00,P.

A equacao de campo é reescrita:

1
W O (\/fqa,ﬁbq‘“’) =042 =0.
Sob as condigdes: % =F@®) e fpuw-j2 ,

@ A auto-interagéo do campo & passa a ser entendida como uma manifestacao da
estrutura geométrica do espago-tempo.
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Fundamentos da GSG

@ Estabelecer o papel da métrica ¢*¥ quando o campo & interage com outros
campos consistird na base da GSG.
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Fundamentos da GSG

@ Estabelecer o papel da métrica ¢*¥ quando o campo & interage com outros
campos consistird na base da GSG.

@ Hipdtese basica: Toda forma de matéria e energia interagem com o campo
gravitacional ® somente através da estrutura métrica

B

" = ay* + Ea%a”@, (5)

Essa interacdo é dada através do acoplamento minimo.



Parte II: A teoria geométrica-escalar
(]

Fundamentos da GSG

@ Estabelecer o papel da métrica ¢*¥ quando o campo & interage com outros
campos consistird na base da GSG.

@ Hipdtese basica: Toda forma de matéria e energia interagem com o campo
gravitacional ® somente através da estrutura métrica

B

¢ = ayt + - 08D, ®)

Essa interacdo é dada através do acoplamento minimo.

Exemplo: Campo eletromagnético

As equacbes de campo do eletromagnetismo, obtidas através do principio variacional

1
42 / V=qFd*z =0, F=Fu,Fz,q¢*¢" ©)
serdo dadas por
F/—“/?l/ = 07 (7)

onde o ponto e virgula representa a derivada covariante em relacéo a métrica
gravitacional
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Limite Newtoniano

@ Particulas testes seguem geodésicas na métrica gravitacional.
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Limite Newtoniano

@ Particulas testes seguem geodésicas na métrica gravitacional.
@ Considerando um regime de baixas velocidades, campo fraco e estatico, teremos

d2z’

de2 = 602—8i¢’N7 8

A conexao métrica I'j;, deve ser construida com a métrica gravitacional g, ,
assim

) 1 .
Dyo =~ — 5 " (lna), 9)

portanto,
aml—2Dy. (10)

@ No entanto, para o desenvolvimento da GSG iremos extrapolar essa relacéo
determinando que
a=e 2%, (11)
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Equacdo de campo

@ Ainda precisamos determinar a equacgédo dinamica da teoria.
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Equacdo de campo

@ Ainda precisamos determinar a equacgédo dinamica da teoria.

@ Lagrangeana do campo escalar: L=V(®)w
i ico 3/2L,, _ F. Ly _
@ Com isso, as condicGes D‘aﬁ =F®) e Zw- 2L<1; =0,

Se tornam a+B=a3V(d).

@ E a equacgéo dindmica do campo escalar no vazio sera O =0
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ A acdo do campo escalar é facilmente descrita em termos da métrica
gravitacional,

1 1

Se = —/\/777de4x: —/\/7qQ\/Vd4:1:, com qu“ﬁaa<1>85q>.
KC KC

(12)
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ A acdo do campo escalar é facilmente descrita em termos da métrica
gravitacional,

1 1

Se = —/\/777de4x: —/\/7qQ\/Vd4:1:, com qu“ﬁaa<1>85q>.
KC KC

(12)

@ Variando em relagédo a @,

5Sp = — = /Wumqud%. (13)
KRC
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —% S V=avVOesd dta.
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —ﬁ S V=avVOesd dta.
@ Acdo correspondente a matéria,
1 4
Sm = — vV—qLnd*x, (12)
C
0 que resulta em,

1 2 M(v=qLm)
8Sm =—— | V/=qT"6qu, d*z, onde T,, =-— Y """ (13
2c / 1 Uy ¥ H vV—q Sqrv (13)
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —ﬁ S V=avVOesd dta.
@ Acdo correspondente a matéria,
Sy = %/ V=qLmd*z, (12)
0 que resulta em,
2 §(v/—=qLm) (13)

1
88m = —— | V/=qT"6qu, d*z, onde T,, = -— ¥ "/
2c / 1 Uy ¥ H vV—q Sqrv

@ Mas a métrica g, ndo é a quantidade fundamental.
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —ﬁ S V=avVOesd dta.

@ Variagdo da acdo da matéria:

/ ! !
5Sm = 1 /xﬁ—q {Q—T—&- (K +2a—>E—QC”\.>\} sddiz,  (12)
c « 1% « ’

onde temos definido as quantidades

TH 9, 0,

T=T* qu, E= q , (13)

c* = % (T’\” - Eq/\“) 8, (14)
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —ﬁ S V=avVOesd dta.

@ Variagdo da acdo da matéria:

1 ! ! /
6Sm:7/x/7—q {Q—T—&- <K +2“—>E—20%A}5¢d4z, (12)
c « 1% « ’
2x
T 9,8 9,
T=T"qu, E= L, (13)
Q
o= (1%~ ) o, (14)
o
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —ﬁ S V=avVOesd dta.

@ Variacdo da acdo da matéria: = §S,, = % [ V=axé®diz,
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —% S V=avVOesd dta.
@ Variacdo da acdo da matéria: = §S,, = % [ V=axé®diz,

@ Portanto, a equagdo de movimento assume a forma

\/VDCID:nx. (12)
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —% S V=avVOesd dta.
@ Variacdo da acdo da matéria: = §S,, = % [ V=axé®diz,

@ Portanto, a equacéo de movimento assume a forma
VVOD =ky. (12)

@ A quantidade x envolve acoplamentos néo triviais entre o gradiente do campo
escalar e o tensor de energia momento da matéria que permite o campo
eletromagnético interagir com o campo gravitacional.
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Equacdo de campo

@ Utilizaremos o principio variacional para estabelecermos a equagdo de campo da
teoria.

@ Variacdo da acdo do campo gravitacional: — 0S¢ = —% S V=avVOesd dta.

@ Variagdo da agdo da matéria: = §S,, = 2 [ V=axé®diz,

-
@ Portanto, a equagdo de movimento assume a forma

\/VDCID:nx. (12)

@ A quantidade x envolve acoplamentos néo triviais entre o gradiente do campo
escalar e o tensor de energia momento da matéria que permite o campo
eletromagnético interagir com o campo gravitacional.

@ Através do limite Newtoniano identificamos

8rG

K= 1

13

C
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Solugéo esfericamente simétrica

@ Para fixarmos a forma da funcéo V' (®) iremos olhar para a solucéo estatica e
esfericamente simétrica da teoria.
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Solugéo esfericamente simétrica

@ Para fixarmos a forma da funcéo V' (®) iremos olhar para a solucéo estatica e
esfericamente simétrica da teoria.

@ Consideramos um sistema de coordenadas com simetria esférica e assumimos
D= P(r)

Verifica-se que a métrica gravitacional pode ser escrita como,

2
ds? = La? %v (1 - ri—q’) dr? —r2dQ?. (14)
(0% (6% T

@ Note que a componente g , ha aproximagéo de campo fraco, escreve-se como,

1 @
Goo=-m1-2by=1-2-2 (15)
r

Q

@ Para estarmos de acordo com as observagdes do sistema solar teremos de ter

1
Q1 " — = —«.

(16)
qoo
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Solugéo esfericamente simétrica

@ Mas iremos extrapolar essa condi¢do impondo

g1 = —Q. (a7)
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Solugéo esfericamente simétrica

@ Mas iremos extrapolar essa condi¢do impondo

q11 = —«. (17)

@ Substituindo na equagao dinamica encontramos

_ 2
N Chlc) cb:%m(chz@), (18)
'

4a3

onde C e &, sdo constantes de integragao.

@ A analise do comportamento assimptético implica que C =1/2 e
<I>0 = MG/62 =m

Dessa forma, o elemento de linha sera

2 2m\ !
ds? = (1 - —m) a? — (1 - —m> dr? — r2d02 . (19)
T T
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Resumindo

@ A teoria geométrica-escalar descreve as interagdes gravitacionais a partir de um
campo escalar ® . Todos os campos da natureza interagem com o campo
gravitacional somente através da métrica

"’ = ant’ + gawba"@, (20)
onde L 9
o 2% ﬂ:%, 21)
@ A equacédo de campo da teoria € dado por
VVO® = ky, (22)

—3)2 1 \%
N G LA S



Parte Ill: Cosmologia



Parte IIl: Cosmologia
o

Métrica de Robertson-Walker

@ Consideramos um sistema de coordenadas esférico e assumimos,
= P(7)
Verifica-se que a métrica gravitacional assume a forma

1
a

ds? = dt? — — (dr? + do?) , (24)

e podemos escrever,

ds® = dt* —a(t)® (dr® + do?) , onde definimos a(t)? = (25)

Q=
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Métrica de Robertson-Walker

@ Consideramos um sistema de coordenadas esférico e assumimos,
= P(7)
Verifica-se que a métrica gravitacional assume a forma

1
a

ds® = dt* — — (dr® + do?) , (24)

e podemos escrever,

ds® = dt* —a(t)® (dr® + do?) , onde definimos a(t)? = (25)

Q=

@ Impondo a homogeneidade implica em isotropia. Note que o problema da planeza
nem sequer existe aqui.
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Equacéo dindmica

@ Para resolver a equagdo dinAmica impomos que 'V > 0 para asegurar a
positividade do determinante da métrica

Nl a@, (26)
@ Portanto
_ Z (3¢ —1), se 0<a< % . Small Universe (SU)
VV = (27)
+ % (32 —1), se a> % . Big Universe (BU)
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Equacéo dindmica

@ Para resolver a equagdo dinAmica impomos que 'V > 0 para asegurar a
positividade do determinante da métrica

Nl a@, (26)
@ Portanto
_ Z (3¢ —1), se 0<a< % . Small Universe (SU)
VV = (27)
+ % (32 —1), se a> % . Big Universe (BU)

@ O contetido material sera interpretado por um fluido perfeito barotrépico,

T = (p+p) v —pg"’, p= Ap. (28)

PO

P= S (29)
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Equacéo dindmica

@ Desenvolvendo a a equacgédo dinamica,

a a? (2—3X+9Xa?) 1

_ _ = — _—_— 30
a(a+2a2> P a3<1+>‘)(3a2—1)2’ para 0 <a < \/g’( 3

a a2 (2 -3\ +9)a?) 1

a = AT OATIAT —. 30b
a(a+2a2> + K po 3TN (307 — )2’ para a > 7 (30b)
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Equacéo dindmica

@ Desenvolvendo a a equacgédo dinamica,

a(g+2§) = _Hpom;—zfii))?’ para 0 < a < f,(30a)
a(gwg) = +ﬁpo%’ bara @ = % oo
@ Primeira integral é facilmente obtida e pode ser representada como

onde M é uma constante de integragéo.
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nico fluido material

niverso vazio

@ Considerando pp = 0,
(32)

@ M =0 = Universo estatico

@ M#0 = a(t)==Lagt!/?

Diferente da RG, pode-se ter um universo vazio e dindmico com se¢éo espacial
nula.
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Universo com um Unico fluido material

Matéria ndo relativistica

@ Considerando )

a
|3a2 — 1|

Q-

M
A=0 = 2:;72/1/)0

@ O fator de escala possui extremos em cada uma das regi¢des, SU e BU,

1 2Kp0 -t
</ =1 , 33
asv < 3( + 3M) (33)
> /2 (1 2“”0)_1 (34)
a — — .
PU=1\3 3M

@ O BU contém um bounce (ricochete) e, consequentemente, um regime de
expansao acelerada para o universo.
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Matéria ndo relativistica

@ Diagrama de fases relacionando o parametro de Hubble a/a e o fator de escala.

H(1) 014
20

H(t)
02 04 0.6 08 10
a(1)

-20

-40

(a) Small Universe (b) Big Universe

Figura: Diagramas de fase para um universo preenchido com matéria sem presséo.
Utilizamos M = 0.9 kpo para podemos definir numericamente os valores extremos do fator
de escala.



@ O caso da radiacdo, onde A = 1/3, é muito similar ao caso de poeira.

H(1) 024

H(t)
025 0.50 0.75
a(t)

-20

-40

(a) Small Universe (b) Big Universe

Figura: Diagramas de fase para um universo preenchido com radiagdo. Utilizamos
M = 0.9 kpo para podemos definir numericamente os valores extremos do fator de escala.
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Energia Es

@ Consideremos o caso de energia escura onde A = —1 e plotamos o diagrama de
fase correspondente.

H() H(©)
20

-20

-40

(a) Small Universe (b) Big Universe

Figura: Diagramas de fase para um universo preenchido com energia escura. Utilizamos
M = 0.9 kpo para podemos definir numericamente os valores extremos do fator de escala.
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Perturbacdes

@ As perturbagGes gravitacionais na GSG correspondem a perturbagdes do campo
escalar
D= Py + 6P (33)

@ A quantidade 6P é por definicdo uma perturbacéo real.

@ No caso da cosmologia, as componentes da métrica perturbada seréo,

4

aEr iy 5P, (34a)

dqo0

_ W 5% (34b)

0qo; o H s

8qij = —2a%5®5;;. (34c)
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Perturbacdes

@ Equacéo dindmica perturbada

- (9a® - 2) . { xo (3a%+1) 1202 H (3a% — 1)21:2}
6O +2H ——— 250 + |3x2- - 50 =
P e ) T e B — ) B2 T at
p 26 12a26® (a® —1)(9a® — 1) 5
= 306 — - HV —§®)k?| |
a(3a? —1) [Sa2 -1 + (3a?2 —1)2 4a*H? ( )

@ Equacao de Euller perturbada

[}
20 — 7>\5 —3\HV =0 (35)
3¢2—-1 14X

v+
@ Equacao da continuidade perturbada

2 _ 2 _
5+ (1+A){35'<1>+ {%@JF%} k2}: 0 (36)

@ Onde usamos que

5D — 6@ (DQK(T), 6 = 5K (H)QR(T), dvi — dvp(H)Qr i(x) 69 Q5= K Qy,
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Perturbacdes

@ Podemos resolver este sistema de equacgdes considerando um ¢ grande

a>1 = at)oct!/3, (37)

@ Analisando o caso de poeira (A = 0) pode-se constatar que o contraste de
densidade possui modos de crescimentos que sdo diretamente proporcionais ao
fator de escala do universo,

d x af(t) (38)



Conclusoes

@ A GSG estabelece uma nova teoria escalar da gravitagdo que ndo apresenta 0s
problemas das propostas antigas.

@ Na verdade, a GSG é um método pelo qual pode-se construir uma série de
teorias para descrever os processos gravitacionais.

@ Desenvolvemos um caso especifico onde a solugao esfericamente simétrica
acaba sendo exatamente o espago-tempo de Schwarzschild.

@ No modelo cosmolégico com ® = ®(t), pudemos observar que;
@ Duas solugdes desconexas existem: SU e BU (mais realista).

+ Poeira e radiagé@o naturalmente produzem um bounce (universo néo singular
e com expanséo acelerada).

< Energia escura representa um universo ciclico ndo singular.

< Um robusta andlise das perturba¢des cosmoldgicas indica que as
instabilidades gravitacionais séo possiveis na GSG.



Perspectivas Futuras
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