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2 Caṕıtulo 1: Precessão do Periélio de Mercúrio
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Precessão do Periélio de Mercúrio

O mistério com mais de 60 anos teve fim com a publicação da
teoria da gravitação de Einstein, as órbitas dos planetas e
exoplanetas podem ser ligeiramente abertas.

Ref.[PAIS, A. 2005]
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Equação da elipse em coordenadas polares

r =
a(1− ε2)

1 + εcosφ︸ ︷︷ ︸
Órbita fechada!

Ref.[LO, K; YOUNG, K; LEE, B. 2013]
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Problema de Kepler

É uma aplicação da formulação Lagrangiana, L = T − U.

∂L

∂xµ
− d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)
= 0.

Temos a conservação da energia e do momento angular;

Simetrias,
d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)
= 0;

Tensor de Killing, ∇(µξν) = ∇µξν +∇νξµ = 0.

Ref.[FROLOV, V. 2008]
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Problema de Kepler

L =
1

2
µ(ṙ2 + ṙ2θ̇2 + r2sen2θφ̇2)− µΦ(r),

Para θ = π
2 e φ = −GM

r podemos encontrar:

u = σ−1(1 + εcosφ).

Sendo σ = a(1− ε2) e u = r−1:

r =
a(1− ε2)

1 + εcosφ
, (Sem precessão).

Ref.[VALADA, R. 2013.]
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Órbita das part́ıculas - Formalismo Relativ́ıstico

Pelo formalismo tensorial, L = 1
2gµν ẋ

µẋν , temos:

ẍµ + Γµλσ ẋ
λẋσ = 0 =

∂L

∂xµ
− d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)
.

Métrica de Schwarzschild:

ds2 = gµνdx
µdxν

ds2 =

(
1

1− 2GM
c2r

)
dr2 + r2d2θ + r2sen2θd2φ−

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2.

Pela geodésica tipo tempo ~v · ~v = gαβv
αvβ = −1

Refs.[D’INVERNO, R. 1999 e HARTLE, J. 2003]
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Órbita das part́ıculas - Formalismo Relativ́ıstico

d2u

dφ2
− 1 + u = 3u2

(
m∗2

l2

)
(1)

u = 1 + εcos[(1− ᾱ)φ] (2)

cos[(1− ᾱ)φ] = cos(2π) (3)

φ =
2π

1− ᾱ
≈ 2π(1 + ᾱ︸︷︷︸

Precessão

) (4)

Sendo ᾱ = 3m∗2

l2
, l2 = um∗r = (1 + εcosφ)m∗r , m∗ = GM

c2 e r
da equação da elipse, temos:

δφMerc = 2πᾱ =
6πm∗2

(1 + εcosφ)m∗r
=

6πGM

c2a(1− ε2)
= 43”/sec (5)

Refs.[HARTLE, J. 2003 e CARROLL, S. 2004]
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Aproximação PPN e NNA

PPN

A versão do PPN (formalismo pós-newtoniano parametrizado)
concebida por Clinfford e Kenneth contém dez parâmetros;

A expansão PPN não é uniformente válida para grandes
distâncias.

NNA

A aproximação quase newtoniana simplifica a análise da RG
no regime de movimento lento;

Trata-se de uma aproximação já esclarecida por Thorne,
Misner e Wheeler (1973, pp. 412-416), que permite encontrar
situações de campo quase Newtoniano;

Refs.[MISNER, C; THORNE, K; WHEELER, J. 1973]
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NNA - aproximação quase newtoniana

Infeld e Plebanski mostraram as eq. de campo de Einstein
levam às eq. de movimento [MISNER, C et al. 1973].

Geodésica → Equações do Movimento (Força)

d2xβ

ds2
+ Γβµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0 (6)

v << c e ΦN
c2 << 1 → ΦqN = − c2

2 (1 + g44).

Desvio Geodésico → Equação de Campo (Equação de Poisson)

D2δxµ

dS2
= Rµαβνδx

α dx
β

dS

dxν

dS
. (7)

Refs.[CAPISTRANO, A. 2018; MISNER et al. 1973; MAIA, M et al. 2009]
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Aplicações

A determinação do periélio com inclusão de efeitos
relat́ıvisticos podem ser úteis para a produção de modelos
confiáveis;

A expansiva descoberta de exoplanetas nos possibilita um
novo laboratório para testar efeitos relativ́ısticos;

A compreensão dos sistemas estrela-planeta e suas dinâmicas
permitem entender a gravidade em uma escala do sistema
Solar e por corolário, a formação de sistemas planetários, por
exemplo;

Modelo gravitacional do espaço-tempo como uma ferramenta
de apoio para estudos astrof́ısicos.
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Precessão do periastro de exoplanetas - Métrica de Weyl

Aplicação da NNA da RG para obtenção do avanço do
periastro de 34 exoplanetas com diferentes ε.

ds2 = e2(λ−σ)dr2 + r2e−2σdθ2 + e2(λ−σ)dz2 − e2σdt2 (8)

Condição de lina fina, h0 � R0;

Uso da equação da geodésica;

Uso da solução conformastática, λ ajustado para zero;

Fazendo u = 1
r ;

(
du

dθ

)2

+ u2 = e−2σ
(
α0 + β0e

−2σ
)

(9)

e

σ(u) = −1

2

(
k0

2
ln(u) + C0u

−2

)
. (10)

Refs.[CAPISTRANO, A. 2009; CAPISTRANO, A. 2018; BARROCAS, G. 2014]
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Precessão do periastro de exoplanetas - Métrica de Weyl

Pelo uso do método de Harko [HARKO, T. 2011] encontramos
a equação do desvio do periélio para o caso de Weyl

δθ =
6πGM

c2a(1− ε2)︸ ︷︷ ︸
δθschw

− 4β0C0π; (11)

θ = φ e C0 � 1→ C0 = ± δ
4πν, sendo ν =

√
GM
a3 = 2π

T ;

β0 = ε4
√

1− ε2, com β0 no intervalo [0, 1];

δφ = δφschw ±
2π

T
β0. (12)

Ref.[CAPISTRANO, A. 2014]
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Precessão baseada no NNA para exoplanetas com
excentricidade maior que 0,1

Ref.[CAPISTRANO, A; SEIDEL, P; NEVES, V. Astrophys Space Sci, 364, 47,

2019]
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Análises - tabela (1) e (2)

ε e β0 são procionais;

δφ > δφMerc ≈ 0, 0119deg .cy−1;

∆φ = ∆φ% = 100 δφ
±−δφschw
δφschw

< 2% e ∆φ < 0 mostra como o
valor percentual excede os valores da RG.

O modelo é senśıvel à variação do semi-eixo maior e dos peŕıodos

orbitais.

↓ a + ↓ P + ↑ β0 −→ ↑ δφ
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Precessão do periastro de exoplanetas com excentricidades
pequenas e órbitas circulares
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pequenas e órbitas circulares
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Precessão do periastro de exoplanetas com excentricidades
grandes
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Métrica de Zipoy

A métrica original usada por Zipoy é um elemento de linha
com simetria ciĺındrica e estática:

ds2 = −e2(ξ−σ)(dρ2 + dz2)− ρ2e−2σdφ2 + e2σdt2. (13)

Em coordenadas esferoidal oblata:

ρ = a coshvcosθ (14)

e
z = a senhvsenθ. (15)

Fazendo x = senhv , y = senθ e r = ax um novo formato para
a métrica de Zipoy é encontrada.

Ref.[ZIPOY, D. 1966]
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Métrica de Zipoy

As soluções para o potencial Newtoniano podem ser escritas
como uma combinação linear de polinômios de Legendre de
ordem integral l .

Três soluções são destacadas por Zipoy:

l = 0→ é referente a solução “monopólo”;

l = 1→ é referente a solução de momento de dipolo;

l = 0 e l = 1→ é a solução de “monopólo-dipolo”.

ds2 = −e2(ξ−σ)[dr 2 + (r 2 + a2)dθ2]

− e−2σ(r 2 + a2)cos2θdφ2 + e2σdt2 (16)

Ref.[ZIPOY, D. 1966]
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Métrica de Zipoy

Para l = 0:

e2ξ =

(
r2 + a2sen2θ

r2 + a2

)β2+1

e σ = −β arctan
a

r
(17)

Para l = 1:

ξ =
(1 − γ2)

2
ln

(
r2 + a2sen2θ

r2 + a2

)
−
γ2cos2θ

2

[(
arctan

a

r

)2
+
(

1 −
r

a
arctan

a

r

)2
]

;

σ = γ
(

1 −
r

a
arctan

a

r

)
senθ sendo γ =

3p

a2
.

Para l = 0 e l = 1:
σ = −β arctan

a

r
+ γ

(
1 −

r

a
arctan

a

r

)
senθ;

ξ =
1

2
λln

(
r2 + a2sen2θ

r2 + a2

)
− 2βγ

(
senθarctan

a

r
− arctan

asenθ

r

)
−

1

2
γ2cos2θ

[(
arctan

a

r

)2
+
(

1 −
r

a
arctan

a

r

)2
]

sendo λ = 1 + β2 − γ2.

Ref.[ZIPOY, D. 1966]
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Considerações:

Temos β = m
a

sendo m a “massa” e a como “raio”;

Quando σ → 0 a eq.(16) → ds2 de Schw. isotrópico, pois r →∞;

Para r � a e v = r
a

temos singularidades anéis.

Figura: Ilustração das coord. oblatas (v , θ) com um hiperbolóide e elipsóide
centrado.

Ref.[CAPISTRANO, A; SEIDEL, P; CABRAL, L. Eur. Phys. J. C, 79, 730, 2019]
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Desvio do periélio - métrica de Zipoy l = 0 e θ = 0

Tomando ~v · ~v = gαβv
αvβ = −1, sendo vα = dα

dτ temos:

−
(

r2

r2 + a2

)β2+1

e−2σ(r) (v r )2︸ ︷︷ ︸(
dr

dτ

)2

−e−2σ(r)(r2 + a2) (vφ)2︸ ︷︷ ︸(
dφ

dτ

)2

+e2σ(r) (v t)2︸ ︷︷ ︸(
dt

dτ

)2

= −1.

Quantidades conservadas envolvidas:

L = −e−2σ(r)(r 2 + a2)
dφ

dτ
→

(
dφ

dτ

)2

=
L2e4σ(r)

(r 2 + a2)2

e

E = e2σ(r) dt

dτ
→

(
dt

dτ

)2

= E 2e−4σ(r).
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Desvio do periélio - métrica de Zipoy l = 0 e θ = 0

Fazendo:

α(u) = (1 + a2u2)β
2

= 1 + β2a2u2 + . . .+ O(u). (18)

e
C (u) = E 2e−2σ(u), sendo E 2e−2σ(u)>>1. (19)

Obtemos:(
du

dφ

)2

+ u2 = u2

[
3a2E 2

e4σ(u)L2
− 1

]
+ u4a2β2

[
3a2E 2

e4σ(u)L2
− 1

]
+ a2u4

[
3a2E 2

e4σ(u)L2
− 2

]
+

(1 + a2u2β2)E 2

e4σ(u)L2
+ u2.
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Desvio do periélio - métrica de Zipoy l = 0 e θ = 0

Sabemos que σ(u) = −βarctan(au), β =
m

a
, u =

1

r
e

r = ax = asenhv . Logo temos:

e−4σ(v) = e
4βarctan

( a

asenhv

)
= e4βarctan(cschv).

Temos duas regiões para considerar.

Região σ(v)→ 0 (expansão em torno da singularidade em anel)

e−4σ(v) = 1− 4σ(v) + 8σ(v)2 + ... ≈ 1− 4σ(v);

−4σ(v) = −2βπ;

Temos e−4σ(v) se aproxima de e−2βπ.

Região σ(v →∞) (próxima a órbita circular)

Temos e−4σ(v) se aproximando de 1.
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Região σ(v)→ 0 (e−4σ(v) → e−2βπ)

(
du

dφ

)2

+ u2 =
E 2

L2
e−2βπ + u2

[
a2E 2

L2
e−2βπ(3 + β2)

]
+ u4

[
a2β2

[
3a2E 2

L2
e−2βπ − 1

]
+ a2

[
3a2E 2

L2
e−2βπ − 2

]]
.

Região σ(v →∞) (e−4σ(v) → 1)

(
du

dφ

)2

+ u2 = u2

[
a2E 2

L2
(3 + β2)

]
+ u4

[
a2β2

[
3a2E 2

L2
− 1

]
+ a2

[
3a2E 2

L2
− 2

]]
+

E 2

L2
.
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Solução geral para o desvio do periélio de Zipoy para l = 0

Surge da expansão assintótica de concordância, somando as
equações das duas regiões e subtraindo o resultado da
equação de órbita sobreposta, quando β = 0.

δφ(zipoy) =
−2πa2E 2

L2
(3e−2βπ + β2

(
1 + e−2βπ

)
). (20)

Para β � 1, temos e−2βπ ≈ 1− 2βπ logo:

δφ(zipoy) =
−6πa2E 2

L2
(1− 2βπ). (21)

PRECESSÕES RETRÓGRADAS INCLÚIDAS!
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Solução geral para o desvio do periélio de Zipoy para l = 0

Com base em E =
−GM

2γ
e L2 = µp, com µ = GM e

p = γ(1− ε2) logo a eq.(21):

δφ(zipoy) =
−3πa2GM(1− 2βπ)

2c2γ3(1− ε2)
.

Sabemos que
GM

γ3
=

(
2π

T

)2

:

δφ(zipoy) =
−6π3a2(1− 2βπ)

c2(1− ε2)T 2
. (22)

Semelhante ao desvio obtido pela métrica de Schwarzschild,

δφ(schw) =
24π3a2

c2T 2(1− ε2)
. (23)
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Teste do qui-quadrado (Software Gnuplot 5.2)

Tabela 9: δφ(obs) para o teste do qui-quadrado

P δφ(obs) Ref.

89 43.098±0.503 [NAMBUYA, G. 2010; PITJEVA, E. 2013; PITJEV, N. 2013]

88 43.20 ± 0.86 [SHAPIRO, I. 1972]

89 43.11 ± 0.22 [SHAPIRO, I. 1976]

88 43.11 ± 0.22 [ANDERSON, J. 1978]

87 42.98 ± 0.09 [SHAPIRO, I. 1990]

87 43.13 ± 0.14 [ANDERSON, J. 1992]

a∗ ≈ −1.15806× 1011 (24)

χ2 = 0.0166 (25)

p > 0.95. (26)
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Valor do desvio do periélio de Mercúrio para Zipoy

δφ(zipoy)(Merc) = −2.18131× 10−15(1− 6.28318β)
a∗

2

P3
.

Sendo a∗ = −1.15806× 1011, P = 87.969 [NASA Mercury
Fact Sheet] e β = 8.86038× 10−6:

δφ(zipoy)Merc = 42.9696 ”.cy−1 (27)
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1566 Icarus: a∗ ≈ −3.21987× 1011; β = 8.0222× 10−6;
χ2 = 0.00272 e p > 0.95.

2-Pallas: a∗ ≈ −1.680× 1013; β = 8.0222× 10−6;
χ2 = 1245.46 e p > 0.95.
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Conclusões

O modelo gravitacional e uma aproximação apropriada podem surtir em
soluções fisicamente adequadadas para fins astrof́ısicos;

Tomamos os dados de 34 exoplanetas como laboratório para testar efeitos
relativ́ısticos no movimento lento da RG respeitando o perfil não-linear da
teoria via NNA para o desvio do periastro. O aumento da precisão auxilia
a notar perturbações relativ́ısticas nos parâmetros orbitais planetários.

O parâmetro β0 pode ser interessante para ser explorar e pode ser
posśıvel para encontrar novos fenômenos na astrof́ısica relativ́ıstica, por
fornecer uma lacuna interessante para hospedar novos efeitos.
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Conclusões

Via o caso mais simples da métrica de Zipoy, relacionado com a solução
de monopólo. Obtemos equações orbitais altamente não-lineares
mostrando pontos a favor do uso de tal métrica para fins astrof́ısicos.

A solução leva à órbitas eĺıpticas, reproduz valor próximo para δφ de
Mercúrio, possibilita o estudo voltado ao caso do cinturão de asteróides.

Vimos que mesmo soluções assintóticas ‘a solução de Schwarzschild como
exemplo a métrica de Weyl e a de Zipoy ao perderem a covariância
generalizada apresentam novos campos gravitacionais. Assim, podemos
estudar casos astrof́ısicos respeitando a f́ısica do problema, visto que ao
linearizar a RG estamos desprezando eventos que ocorrem no campo
não-linear.
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Objetivos Caṕıtulo 1 Caṕıtulo 2 Caṕıtulo 3 Conclusões Agradecimentos Referências

Referências

[1] PAIS, Abraham. Relativity, the special theory. In: Subtle is the Lord. United States: Oxford University Press,
New York, 2005. cap. 3, p.111-137.

[2] LO, Kin-Ho; YOUNG, Kenneth; LEE, Benjamin. Advance of perihelion. Am. J. Phys. 81, 695 (2013).

[3] FROLOV, Valeri P.; KUBIZNAK, David. Higher-Dimensional Black Holes: Hidden Symmetries and Separation

of Variables. Classical and Quantum Gravity, vol.25, p.154005, jul. 2008. DisponÃvel em:
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Objetivos Caṕıtulo 1 Caṕıtulo 2 Caṕıtulo 3 Conclusões Agradecimentos Referências

Referências

[8] MISNER, Charles; THORNE, Kip; WHEELER, John. Other theories of gravity and the post-newtonian
approximation. In: Gravitation. San Francisco: Freeman and Company, 1973.

[9] CAPISTRANO, Abraão. On Nearly Newtonian Potentials and Their Implications to Astrophysics. Galaxies
2018, 6, 48.

[10] MAIA, M. D.; CAPISTRANO, A. J. S.; MULLER, D. Perturbations of dark matter gravity. International
Journal of Modern Physics D, v.18, p. 1273-1289, 2009.

[11] CAPISTRANO, Abraão; ROQUE, Waldir; VALADA, Rafael. Weyl conformastatic perihelion advance. MNRAS
444, 1639-1646 (2014).

[12] BARROCAS, Guilherme. Curvas de Rotação de Galáxias LSB em aproximação quase-newtoniana da Teoria
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